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Tematika

1. Banach algebrak, a Riesz holomorf fiiggvénykalkulus.

2. C*-algebrak, a folytonos fiiggvénykalkulus.

3. Spektralmértékek és kommutativ C*-algebrak reprezentacioi, a spektraltétel

spektralintegralos alakja.

4. von Neumann algebrék, operatortopologiak.

5. Az er6és operatortopologiara vonatkozé két alapveto tétel: Neumann dupla

kommutans tétele, és a Kaplansky strtiségi tétel.

6. Hilbert-Schmidt és nyomoperatorok, a o-erds és a o-gyenge topoldgia.

7. Az L* figgvénykalkulus, kommutativ von Neumann algebrak.

8. A spektraltétel szorzasoperatoros alakja.
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1. Motivacié
1.1. Tétel (klasszikus spektraltétel).
N e M,(C), NN* = N*N
Akkor
U € M, (C)
unitér, hogy UNU* = D diagondlis, hogy a diagondlis elemek a sajdtértékek.

D felfoghaté gy, mint szorzas operator (D € M, (C))

d1 T1 diz1
dy

Vagy d = <d.2>, mint {1,2,...n} — C fuggvény, a C'({1,2...n}) téren, pon-

tonkénti szorzéssal.
Vagyis minden normaélis N matrix unitér hasonl6 egy szorzas operatorhoz. Ezt
fogjuk altalanositani.

Felfoghat6 tugy is, hogy

D:(dldz_):dlu+d2(°a_)+...

Py

A P-k 0 — 1 matrixok, projekciok, egymésra ortogonalisak. Azonos d;-kre egybe-

ejhetjiik a projekcidkat. Végtelen dimenziéban a kovetkezd lesz

/U oy MEO)

Ahol E egy projekci6 értékli mérték.

Ezzel asztan be tudunk irni egy fiiggvénybe egy matrixok, linearis operatort.
Heurisztikusan: a D méatrixot "belefrom" a x(q,; karakterisztikus fiiggvénybe, ¥ :
o(N) — {0, 1}, akkor azt kapom, hogy

(o )=n

Kell egy "beleiras" mivelet végtelen dimenzioral
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2. Sziikséges fogalmak

2.1. Banach algebrak

2.1. Definicié (Banach algebra). A legyen eqy komplex szamtest feletti eqységele-
mes (1 € A) algebra, amin van norma (|| e ||), amivel ez Banach tér (teljes) és
Ve,y € A llzyl| < ||z - |yl|. Tegyiik fel, hogy ||1|| = 1. Ekkor A-t egységelemes

Banach algebranak hivjuk. Most minden egységelemes lesz.

Példa (nem-kommutativ): X Banach tér, B(X) az X korlatos linedris opera-
torainak albegraja, operator norméval. Nem-kommutativ, ha dim(X) > 2.

Példa (kommutativ): K kompakt Haussdorf tér, C(K): a K-n értelmezett
komplex értékii folytonos fliggvények algebraja a sup normaval.

Felmertilt egy kérdés: M,,(C) minden unitér invarians normaval Banach algebra
lesz? Valészintileg nem, de nem taldltunk ellenpéldat.

Egy elem invertalhatosaga algebrailag definialt, de Banach algebraban van geo-
metriai interpretaciéja.

Ha innentdl mast nem mondunk, akkor A egy egységelemes Banach algebra.

2.2. Tétel (K. Neumann sor). Ha x € A, ||z|| < 1, akkor 1 — x invertdlhato és

(1—2)"t= iox"

Bizonyitas.
IS e < Sl < 3 Jlall” < oo

Es abszoliit konvergencidbdl kovetkezik a konvergencia (Banach téren). Ez inverze

1 — z-nek, mert

]

2.3. Megjegyzés. Tehdt 1-hez 1-nél kozelebbi algebra beli elem mindig invertal-

hato.
1

[l

x invertdlhato és ||z — y|| < =y invertdlhato



Bizonyitas.

pmy=a (-2t y)

Ebbél kijon. O
2.4. Kovetkezmény. Az invertdlhato elemek nyilt halmazt alkotnak
2.5. Tétel. Az invertalds folytonos
Bizonyitds. Neumann sor ]
2.6. Definicié (spektrum). z € A

o(z) ={X € Clx — A1 nem invertdlhatd}
2.7. Kovetkezmény. o(z) zdrt és korldtos, nem iires

Bizonyitds. korlatossig: A € o(x) = |A| < ||zl

Indirekt, tegyiik fel, hogy [A| > ||z|| és 2 — A nem invertalhaté = 1 > ||5|| =
1 — § invertalhaté = A — x invertalhato. 4
A nem iiresség komplexben igaz csak. O]

2.8. Definicié (Spektralsugar). Ha x € A, akkor

r(z) = sup |}
Ao (z)

Trividlisan r(z) < ||z]|.
2.9. Tétel (Spektralsugar formula). r(z) = lim, . {/ ||z

2.10. Tétel (Gelfand-Mazur). Ha A-ban minden elem invertdlhato a 0 kivételével
(ferdetest), akkor A= C

Bizonyitds. Legyenxz € A, A € C. Ekkor z — z— \-1 csak akkor nem-invertalhato,
ha az a nulla leképezés. Igy A € o(x) & = = X - 1. Ezzel latjuk, hogy o(x) egy
elemt, igy definidlhatjuk az x — A, € o(x) C C leképezést. Ez a leképezés egy

norma tarté algebra izomorfizmus. O



2.2. Kommutativ Banach algebrak

2.11. Definicié. Legyen A kommutativ eqységelemes Banach-alg. A ¢ : A — C

nemzérus linedris funkciondl eqy karakter, ha szorzdis tarto.

2.12. Tétel. Ha ¢ karakter, akkor ||| < 1.

Bizonyitds. Indirekt tegytik fel, hogy 3||x|| = 1, hogy |p(z)| > 1. Ekkor ‘ e ‘ <1,
igy 1— ﬁ invertalhato, vagyis dy € A, hogy ( — ﬁ) y = 1. Hattatom mindkét
oldara a p(e)-t.
(@(1) - ig;) ply) =11
0
O

2.13. Definicié. Adott A kommutativ, eqységelemes Banach algebra. Jelslje A az
A dsszes karakterének halmazdt. Vildgos, hogy A C (A*)1 (Az A* zdrt egységgomb-

je).

Konstrukeié: fliggvényhalmaz altal indukélt topolégia. Adott X halmazhoz és
Y top térhez és adott fiiggvényhalmazhoz megadhaté az a legsziikebb topologia
X-en, amiben a fliggvényhalmaz 0sszes eleme folytonos.

Egyszertien htzzuk vissza a megadott 6sszes fliggvénnyel az Y nyilt halmazait,

azok lesznek X nyilt halmazai.

2.14. Definicié. Legyen X Banach tér. Az X-en az X*, mint fiiggvényhalmaz

c sz

2.15. Definicid. Legyen X Banach tér és x € X tetszdleges. Az
F,: X" — C F,(f) = f(x)

Lathato, hogy [Fo(f)| = [f(x)| < |[fI| - llz]l, s6t [[F]| = [l«] (Hahn-Banach
tétel).
Az x +— F, izometrikus izomorfizmusa X-nek X**-ba. (ha "-ra', akkor X

definici6 szerint reflexiv).

2.16. Definicié. X* gyenge *-topolégidja legyen az {F.|x € X} figguényrendszer

dltal indukdlt topoldgia (pontonkénti konvergencia topoldgia)
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2.17. Tétel (Banach-Alaoglu). (X*), kompakt a gyenge *-topoldgidban.

2.18. Megjegyzés. Reflexiv térben a gyenge topologiiban kompakt az eqységgomb.
Norma topologiaban csak véges dimenzioban. Gyenge *-topoldgidaban mindig.

2.19. Allitas. Ha A kommutativ eqységelemes Banach-algebra, akkor A C (A*),
gyenge *-zart, igy A kompakt Hausdorff tér.

Bizonyitds. @, — ¢ pontonként (¢, altalanositott sorozat o indexszel).

o(ry) = lim @q(zy) = o(x)p(y)
————
o (T)pa(y)

Es pa(1) = (1), fgy ¢ € A, O

2.20. Definicio. Legyen v € A

Ekkorz € C (A) és z-t az x Gelfand transzformaltjanak hivjuk.
Kell: ha ¢, — ¢, akkor Z(p,) — Z(p), trivi.

2.21. Tétel. Az v — x Gelfand transzformdacio algebra homomorfizmusa A-nak

C(A)-be aminek a képtere olyan részalgebrdja C(A)-nak, ami sehol sem tinik el és

szepardlja A pontjait.

Megj: Stone-Weierstrass tétel.

1Z]| = sup |Z(¢)| < =]
(,OEAW_/
()
2.22. Allitas. A legyen kommutativ eqységelemes Banach algebra (altalanosabbra

is igaz). x € A nem invertdlhaté < x eleme az A egy valddi idedljanak.

Bizonyitds. Legyen Ax = {ax|a € A} idedl A-ban. Ez nem az egész A, mert x
nem invertalhatd. Maésik irany, ha x invertalhaté lenne és eleme egy [ idealnak,
ekkor z='x € I, de 1 € I = I nem valddi. O
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Az idedl ndlunk definici6 szerint altér is.

2.23. Allitds. A minden valédi idedlja része eqy mazimdlis idedlnak és minden

maximalis idedl zart.

Bizonyitds. Legyen I idedl, ekkor dist(/,1) > 1. Ehhez tegyiik fel indirekt, hogy
3i € I, hogy ||i — I|| < 1= i invertalhaté. 4

Ezek utan, az els6é rész a Zorn lemmabdl jon. A rendezett lancok unidja is
valodi ideél lesz (elkeriili 1-et).

Zéartsdg: Ha M maximalis ideédl, akkor M is idedl (miiveletek folytonosak) és
1 € M, tehat valédi ideal. Igy M = M kell legyen a maximalitds miatt. O

2.24. Kovetkezmény. = nem-invertalhaté < x eleme egy mazimalis idedlnak.
2.25. Tétel. A maximdlis idedljai az A karaktereinek magjai.

Bizonyitas. Minden karakter magja max idedal, 1 ko-dimenzios.

Ha maximadlis idedl, akkor hogyan lesz karakter mag? Legyen M egy maximaélis
ideal. Tekintsiik A/M faktorteret. Ez is kommutativ egységelemes Banach algebra
lesz (M zart). A maximalitds miatt ez ferde test lesz a kovetkezd érvelés miatt.

Legyen x € A, de x ¢ M, ekkor [x] A#0 € A/M.

Az + M

Az ax + m alaku elemek idealt alkotnak, ami tartalmazza x-et és M-et. Ekkor ez

az A lesz, mert M maximalis volt.

Ar+M = A
Ekkor [1] = [a][z] megoldhat a-ra, vagyis x osztélya invertalhato.
Vagyis valéban ferdetest = A/M = C. Tekintsiik az i : A/M +— C izomorfiz-
must. x +— i([z]) egy karaktere A-nak és magja M. O

2.26. Tétel. Tetsz. x € A esetén

o(z) = {p(z)|p € A}

Bizonyitds. \ € o(z) < x — M nem inv. < Jp € A hogy p(z — A1) =0& A e

{p(@)lp € A}
0
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2.27. Kovetkezmény. A Gelfand transzformdlt magja:
{z € Al#(p) =0 Vp € A} = {z € Alo(z) = {0}}
Ezek a "kvazi nillpotens' elemek, mert spektral sugaruk 0.

2.28. Tétel. Legyen A nem feltétlenil kommutativ egységelemes Banach algebra.
x,y € A felcserélhetd elemek. Ekkor

r(@+y) <r(@) +r(y) ésr(zy) <r(z)r(y)

Bizonyitds. A masodikat konnyt belatni a spektral formulabdl. Az elsé nem is fog
kelleni, de igaz.
Legyen Ay = A(z,y) a két elem altal generalt kommutativ egységelemes Banach

algebra.

rlet+y) = rale+y) =zt

ez mar kommutativ

= llz+dl
sup normék miatt

< (12l + 119l = 7a0 () + 74, ()

a spektral sugar az Ap-ban és mivel z,y, v +y € Ag C A, ezért ott a normak (igy

a spektralsugarak) megegyeznek. O

2.3. (*-algebrak

2.29. Definici6. Legyen A eqy egységelemes Banach algebra, amin adott eqy * :
A — A involicio amely

o linedris: (zv+y)" =a* +y*
o sorzdasra: (xy)* = y*x*

o skaldrra konjugdlds: (\x)* = \z*
o involutiv: (x*)* ==z

o [lo7z]| = [l

Ekkor A-t C*-algebranak hivjuk.

11



Ha az utolsé pontot elhagyom, akkor csak *-algebra.
C*-albegrabol kovetkezik, hogy 1* = 1, mert
- 1l=2z" /e Vzx
1"z =1z ezt x = l-re aklalmazva:

1" 1=1
——

1*

Példa: B(H), H Hilbert tér, operator adjungalttal.
Példa: kompakt téren folytonos fiiggvények pontonkénti konjugilasa (C'(K)),

ez kommutativ is.
2.30. Tétel. Ha A eqy C*-algebra, x € A, x* = x, akkor o(x) C R.

Bizonyitds. Indirekt tegytik fel, hogy x = 2* és a +iff € o(x), o, € R de 8 # 0.
Kovetkezik hogy 7 € o (%), legyen % egy masik onadjungalt elem. Feltehetjiik

az altaldnossag megszoritdsa nélkiil, hogy i € o(x) Ekkor
l1—teco(l+itr) VteR
lgy

1—=2t 42 = |1 =t < |1 +itz|? = || (1 —dtx)(1 + itz) || = |1 +22%]] < 1413z

kell hogy x=x*

Az kéne, hogy
0 < (x| = 1) +2¢

Ez nem lehet igaz minden t¢-re! O

2.31. Allitas. Legyen A kommutativ egységelemes C*-algebra. Ha x € A tetszé-
leges, p € A, akkor o(x) = o(a*) és ezért T = 1*.

Bizonyitas.
T+ z* r—x*
= ) = h+ik
T 5 +2 5 +1

h, k onadjungaltak. Ekkor x* = h — ik és

p(7) = p(h) —ip(k)

12



Ugyanaz, mint

]

2.32. Allitas. Ha z € A énadjungdlt elem (A nem feltétlen kommutativ), akkor

r(z) = |lz|.
Bizonyitas.

12| = llz"z| = ||=[|*

Iz = 11(=*)" - 2*]| = [|l*]|* = [|=[|*

12| = [|x[|**

Igy a spektral formulaban {/||z"| egy részsorozat mentén konstans, igy r(z) =
1] 0

2.33. Megjegyzés. Ez normdlisra is igaz.

Bizonyitas.

r(zz®) < r(z)r(z*) = T(l‘)Q
zz* onadjungdlt igy r(za*) = ||zz*|| = ||z||® Igy ||z|| < r(z), de r(z) < ||z is
igaz, mert || < ||z|| minden spektrumbeli pontra és r ilyenek szuprémuma. O

2.34. Tétel (Gelfand-Naimark). Legyen A kommutativ, eqységelemes C*-algebra.
Ekkor az x — T Gelfand transzformdcio egy *-algebra izomorfizmusa A-nak C(A)—

ra.

Bizonyitds. A Gelfand transzformacié altalaban algebra homomorfizmus, melynek
képe mint algebra sehol sem tiinik el és szeparalja A tetépontjait. Most lattuk,
hogy jol viselkedik a * miivelettel.

Tetszéleges © € A-ra ha x normalis, akkor adédik hogy ||z|| = r(z) = ||Z]|.

A Gelfand transzformacié képtere egy konjugédlasra nézve zart sehol el nem
t{iné szepardlé részalgebra. Igy a Stone—Weierstrass-tétel miatt stirti, de zart is
(teljes tér izometrikus képe), igy ez az egész tér.

gy a Genfand transzformdcié sziirjektiv. m
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3. Holomorf fiiggvénykalkulus

Riesz-Dunford féle fiiggvénykalkukus. Cartan csinalta elészor matrixokra.
Természetes elvaras: identitésra és polinomokra ugyanaz legyen, mint a hagyo-

manyos polinom kiértékelés az operatoron.

3.1. Tétel (Cauchy). Legyen D C C nyilt halmaz, f : D+~ C holomorf fiiggvény
(komplex differencidlhatd).
Legyen I' eqy ciklus D-ben ami nem keril meg egqyetlen D-n kivili pontot sem.
Ekkor ) £6)
Indr(z) o [ 2224 D r
ndr(z) omi e ¢ Vze D\ Ran(l)

1

1
Indp(z) = 27ri/r§—zd£

Tegyiik fel, hogy az index most 1.

f) = 5 [ -2 dg

Lesz x € A-ra: .
~1
- —z)71d
fla) =5 [ Fe)E =) ag
Kell: Banach tér értékii integral kidolgozasa és a megkeriil6 ciklus megfelel6je.
Legyen v : [a,b] — C pélya, f : Ran(y) — X folytonos fiiggvény, X Banach

tér. Szokdsos Stieltjes integrél eljaras: [a, b] normélis beosztassorozatra:
DO E))(V(tirr) = v(t:) & € (istiv)
Egy finomabb felosztésra becstilhet6 a kiillonbség:

S (F(v(&) = (D)) (Y(Eirr) — 7 (E))

f egyenletes folytonossdga esetén ez normaban kicsi.

Foll <D IF(v (&) = FOEDI - 1v(Eigr) — v (t:)]

Igy kapjuk az J, f(§) d§ vektort, az f-nek a v pélya menti integréljat.
Vegytik észre:

e f-ben linedris
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e érvényes:

[ r€rae] < (s 170001 X@

e Ha f Banach algebra értékii és a € X, akkor
(@ pede=a- [ 1)

o VI € X*ra:

f( / f(g)dg) - / F(f(6)) de

Megjegyzés: holomorf fliiggvény hatvanysoraba beirni f-et nem elég, az csak loka-
lisan jo.
3.2. Allitéas. Ho D C C nydlt és K C D kompakt, akkor 3T ciklus D \ K-ban,

amare

Indr(z) =0 (z € DY)

Indr(z) =1 (z € K)

Bizonyitds. Kis négyzetekkel lefedjik K-t, amelyek mar nem metszenek 0D-be.
Ezeken a kis négyzetek kertiletén egyesével korintegralt végezve az érintkez6 négy-
zetek oldalai kiiitik egymast. K-t nem érint6, de megkeriil6 élek maradnak. O]

3.3. Definicié. Legyen D C C nyilt, f : D — C holomorf. x € A (A egységelemes
Banach algebra). o(x) C D, I' olyan ciklus D-ben, ami kéril veszi o(x)-et, de D-n

kivili pontot nem. Ekkor

f@) = 5 [ F@)E—2)" g

3.4. Megjegyzés. Az integral elvégezhets, mert az invertdlds folytonos a spektrum
komplementerén.
Ez jol definidalt: f(x) figgetlen T'-tdl és D-tél.

Bizonyitas. Legyen I'y, I'y két gorbe. I' := I'y — I'y Osszeflizott gorbe, ez egyszer
sem keriili meg a o(x)-et. Erre igaz a komplex fiiggvéntan beli Cauchy formula
barmilyen z funkcionallal:

g (-
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Ez holomorf, igaz ra4 a Cauchy formula. Hahn Banach értelmében pedig a vektor
maga 0. Igy I'n az integral 0, vagyis I'y és I'y-re megegyezik.

Egyébirant a rezolvens fiiggvény

szé.’_)(g_x)_l

Frechet derivalhato is.

Igaz a rezolvens azonossag:

ra(€) —ra(n) = (€ —2) " = (n—2)7" = (€ = )ra(ra(n)
Ezért f(€)(€ — x)~! holomorf D \ o(x)-en, mint Banach értéki fiiggvény. O

3.5. Allitas. Legyen x € A, o(x) C D C C nyilt, T ciklus, ami kériil veszi o(x)-et
a D-ben. Ekkor n € N-re
1
= [E= )€ —2) " dg = (@ — )"
Ha zg & D, akkorn = —1,-2,...-1e is.

Bizonyitds. Az integral elvégezhet6. Miért pont az az eredmény? A bal oldalt
nevezziik el I,-nek. Megmutatjuk, hogy I,,;1 = I,(x — 29) és Iy = 1. Ezzel pozitiv

és negativ n-re is kovetkezik az allitas.

I = 20) = 5= (€= )" (&= 20) (€~ ) e
(§—2z0tz—8)
1 1
= 5= [e—z) e~ dg + o [ (€= (-1 dg

holomorfitas miatt 0

n = 0-ra: .
Iy = %/F(g_x)fldf

Tudjuk hogy

n

R (B §> =Y o

sor eléallitds érvényes, mert || 2|l < 1, elég nagy I borbét nézve (I'(t) > ||z|). fgy
1 » 1 1
— f—n)tde =" ( — / de ) =1
ori /1“(5 B D DU ey gt 48 )
—_————

n=0-ra nem nulla csak
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3.6. Kovetkezmény. Az integrdl jol definidlt és a kivant eredményt adja reciondlis

tort fliggfényekre is.
Bizonyitds. A racionalis tortfiiggvények (z — zo)"-ekbél kikeverhetek. ]

3.7. Tétel. Legyen A Banach algebra. A fentiekben definidlt f — f(x) figgvény-
kalkulus rendelkezik az aldbbi tulajdonsagokkal.

1. algebra homomorfizmus
2. 1(z) =1 (konstans egy figgvénybe beleirva x-et az egységelemet kapom,).
3. id(z) =z

4. folytonos a kompakt részhalmazokon egyenletes konvergencia topologidra néz-
ve. Ha f, — f egyenletesen folytonosan I'-n, akkor f,(z) — f(z) operdtor

normdban.
5. f(2) =200 genzre f(x) =300 ) cpa™.
6. tovabba az elsé négy tulajdonsag karakterizdlja is a figguénykalkulust.

Bizonyitds. Minden igaz raciondlis tort fiiggvényekre és azok stlirtiek a Runge té-
tel miatt (raciondlis fiiggvények siliriin vannak a kompakt tartomanyon holomorf

fiiggvények terében, a polinomok nem). O

Kérdés: Mi a kalkulus, ha A = C(K)? z € C(K)ra o(z) = Ran(x) (z
folytonos fiiggvény)?
Legyen D C C, o(x) C D, f € H(D) (f holomorf D-n). Ekkor

fl)=fox
mert kielégiti az els6 négy tulajdonsagot az el6z6 tételben.

3.8. Tétel (Spektral leképezési tétel). © € A, o(x) C D nyilt. Ha f € H(D),
akkor

o(f(x)) = f(o(x))
Tovibba ha g holomorf az f(D) egy kornyezetében, akkor

fg(x)) = (g0 f)(=)
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Bizonyitds. X\ € o(f(x)) < 0 € o((f — A)(x)). Elég belatni, hogy a 0 egyszerre
van benne a két spektrumban.

Legyen 0 ¢ f(o(x)) = f nem zérus o(x) egy kornyezetében (f folytonos). Van
inverze: Jg holomorf ebben a kornyezetben, hogy f-g =1 = f(x)g(xz) = 1 vagyis
f(z) invertdlhaté = 0 & o(f(z)).

Ha pedig 0 € f(o(z)), akkor 32y € o(x) hogy f(z0) =0 és f(2) = (2 — 20)g(2)
alakt valamilyen g holomorfra. Igy f(z) = (z — 20)g(x) nem invertalhaté elem,
mert egy nem invertalhaté szorzata egy vele fecserélhetével. Igy 0 € o(f(x))

Maésodik allitdshoz megmutathat6, hogy g — (g o f)(z) leképezés rendelkezik

az f(x) elemhez tartozé figgvénykalulus karakterizal6 tulajdonsagaival.

]
3.9. Megjegyzés. Ha f(z) = g(x) eqy z-re, akkor f = g a o(z)-en.
Bizonyitas.
f@) —g(x) =0=0o((f — g)(x)) = {0} & (f — g)(o(x)) = {0}
]

3.10. Definicid. Legyen X komplex Banach tér. A € B(X), A pontspektruma:
0p(A) ={A € C|3x # 0,2 € X : Ax = Az}

3.11. Tétel. Legyen A € B(X), o(A) C D C C nyilt, f € O(D) ,

——
D-n holomorf fiiggvények
ami nem konstans D egyetlen komponensén sem. Ekkor

op(f(A)) = f(op(A))

Bizonyitds. Csak a nullat nézziik: 0 € f(o,(A)) = 3z € 0,(A) hogy f(z) = 0.
lgy Az = 2oz,  # 0,2 € X. Igy raciondlis tortfiiggvényre is: R(A)x = R(z)z.
Runge tétellel kévetkezik minden holomorf fiiggvényre: f(A)x = f(zo)x, igy 0 €

ap(f(A))-
Forditva: 0 € 0,(f(A)) = 0 € f(o(A)). Unicités tétel miatt és egy kis topolé-

gidval lathato
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, hogy f-nek véges sok zarushelye van o(A)-ban (f-r6l kikotottiik, hogy nem
konstans egyetlen komponensben sem). Vagyis a gyokok multiplicitasa véges:

f(z)=(z—2z1)" (2 — 22)* ... (2 — 2,)f"h(2). h-nak nincsen gydke a spektrumon.
0=f(A)z=(A—z2)".. (A—2)"h(A)z

Ha A — z; nulla a maradékon, akkor z; sajatértéke f(A)-nak. Ha nem, akkor
kovetkezo tagra: A — zp nulla a maradékon. Ha egyik sem, akkor h(A)x = 0, ami
nem lehet, mert h(A) invertdlhat6. Vagyis a z1, 25 .. 2, kozil legaldbb az egyik
sajatértéke f(A)-nak. 0 € f(0,(A)).

O

3.12. Tétel. Ha T € B(H) Hilbert tér operdtora normdlis és S € B(H) tetszdleges
hogy T'S = ST, akkor T*S = ST*.

Bizonyitds. Minden A\ € C-re w onadjungalt és

U(N) = exp(A\T — (AT)") = %™ 5~
. * . . —1 .
unitér. Es <6H) = = (eZH) unitér. Igy
e~ O Go\T)* _ (=(NT)* AT g =AT ((AT)* _ AT—(AT)* g [eAT—(AT)*}_l
51

Kell hozzé az, hogy AB = BA Banach algebra beliekre eA*8 = ¢4 . 5.

e 0T 50T | = U () - S - U] = |18

Liouville tétel miatt a fenti fiiggvény konstans (korlatos): azaz

Se()" = (O g

Ekvivalens mddon:
ST =T*S

]

3.13. Allitas. M, N € B(H) normdlisak, és S € B(H) hogy NS = SM, akkor
N*S = SM*.
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Bizonyitas.

H x Hn, R:==(3%). Erre AR = RA miatt A*R = RA*, ami:

(87%°) = (§5")

4. Folytonos fiiggvénykalkulus

Emlékezziink a Gelfand-Naimark (2.34}es) tételre.

Folytonos fiiggvénykalkukus normalis elemekre lesz, ehhez 6nadjungaltra lesz
el6szor.

Legyen A egy nem feltétlen kommutativ, egységelemes C*-algebra, x € A, z* =
x. TetszOleges P valds valtozés, de komplex egytitthatés polinomra P — P(z)-et
elvégezhettem.

Ez nyilvanval6 és jo, *-algebra homomorfizmus, tartja a miveleteket. Injekti-
vitds megvan-e? Izometrikus? P(x) normélis, adjungaltja polinomja z* = x-nek.
o(P(x)) = P(o(z)) (ez itt direktbe kiszamolhaté). Es

[1P(z)|| = r(P(z)) = sup P
Igy P — P(z) egy izometria a polinom algebrdbdl A-ba. Ezen polinomok a sup
norméban stirtiek a folytonos fliggvények terében ("hagyomanyos' Weierstrass té-
telhez kell hogy valés a spektrum). Igy ez a kalkulus egyértelmiien kiterjeszthetd
C(o(z))-en értelmezett izometrikus *-algebra izomorfizmussa A-ba.
Ez j6 onadjungéltakra (megvannak az egyértelmiiségi tulajdonségok), normé-

lisokra nem elég.

4.1. Tétel (Spektrum sziikités). Legyen A mint eldbb, B C A rész C*-algebra.
1 € B, B zart A-ban. Ekkor tetszoleges x € B-re

op(x) = oa(x)

Bizonyitds. Ez nyilvanvalé abban az iarnyban, hogy a B-ben tagabb a spektrum.

Es nem is igaz a masik irdny csupasz algebrakra.
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Kell: = € B invertalhaté B-ben < invertalhaté A-ban.
Onadjungaltra: legyen x = 2* és x invertalhaté A-ban. 0 € o4(z). Vagyis
€ C(o(x)) (op(z) C oa(x)). Est- T =1, igy ez elézéek miatt

(o1

Approximaljuk %—t polinomokkal.

1
(t) (x) = norma-limesze P,(x)-eknek

P,(x) € B, igy B-ben is approximalunk, B zart.

Nem onadjungaltra: legyen x tetszoleges invertalhato elem A-ban. Ekkor z €
B és invertalhaté A-ban. Igy o* € B és invertdlhaté A-ban. z* - z 6nadjungélt és
invertalhaté A-ban, ekkor B-ben is. Igy z bal invertalhaté B-ben. De hasonléan

jobb invertalhat¢ is, igy invertalhato. ]
4.2. Megjegyzés. C*-algebran a C*-norma egyértelmi

Bizonyitas.
r(z) = lim {/[[z]]

-

Es

r(a*z) = ||l2"z]| = ||=|*

Vagyis [|z|| = /r(z*x). O

Ha A C*-algebra, z € A normalis, akkor az z-altal generalt egységelemes C*-

algebra:

{P(z,z*)| P két valtozos komplex polinom}
Normara lezarva. Jelolés: C*(x).
4.3. Tétel. Legyen A szokdsos, x normalis. Ekkor 3! olyan ® izometrikus *-algebra

izomorfizmus C(o(x)) és C*(x) kozdtt, melyre a konstans 1 figguény képe az egyséyg

elem, identitas fligguény képe x.

4.4. Tétel. B = C*(x) egy kommutativ C*-algebra. Legyen B ennek a karaktertere
(struktiratere vagy maximdalis idedl-tere). Ekkor a Gelfand transzformdcio y — g

eqy izometrikus *-algebra izomorfizmus B-rdl C(E)—Te.
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Bizonyitas.

8)

: B {z(i)/hp € B} = op(x) = oa(x)

e(z)
Es ez injektiv, mert:

2(p) = () & o(r) = ¥(z) & p(r) = ¥ (z)

~—

Igy minden polinomjuk is egyenlé, amik stirfiek, igy ¢ = 1 C*(x)-ben.

Tehdt 7 : B — o4(z) folytonos, bijektiv. A B és o(z) kompaktak, Hausdorff-
ak, igy az inverze is folytonos, igy homeomorfizmus.

Tekintsiik ez utdn y — 7 o z-'-et, ami C*(x)-r6l C(o(x))-re képez.

Erre nézve 1 képe konstans 1 fliggvény. x-képe identitas fiiggvény. KEzzel a

kivant izomorfizmus inverzét konstrualtuk meg. O]

Konstrukcioé: Y, Z kompakt Hausdorff terek és t : Y — Z homeomorfizmus
esetén f — f ot egy izometrikus *-algebra izmorfizmus C(Y)-bol C'(Z)-re.

4.5. Definicid. A fenti tétel jeloléseivel a ® transzformdciot az x normadlis elemhez

tartozo folytonos figguénykalkukusnak nevezzik és ®(f) helyett f(x)-et irunk.

4.6. Tétel (Spektréalleképezési tétel). Legyen A egy C*-algebra, x € A egy normdlis
elem, f € C(o(x)), akkor

Tovdbbd ha g € C(f(o(x))), akkor g(f(x)) = (g © f)(x).

)
Bizonyitds. 0 € o(f(x)) S0 € f(o(x))-et nézzik csak. Ehhez kell: f(x) invertdl-
haté < f sehol sem 0 a o(x)-en. A <= irdny trivi. A jobbra irdnyhoz % fliggvénnyel
elvégezhetem a kalkulust f(x) - (%) (x) = id, vagyis f(x)-nek van inverze A-ban,
igy a spektrumsziikités miatt invertdlhaté C*(z) = {g(z)|lg € C(o(x))} -en is.
Azaz Jg € C(o(x)) hogy f(z)-g(z) =1= f-g=1= f sehol sem tiinik el.

A kompozicihoz: mar latjuk, hogy mindkét oldal értelmes (elvégezetd), kell:
g o f transzformaci6 rendelkezik az f(z)-hez tartozé figgvénykalkukus karakteri-

zalo tulajdonsagaival. O
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4.1. Alkalmazasok
H &altaldban Hilbert tér lesz.

4.7. Tétel. Legyen A € B(H), komplex H Hilbert térre. Ekkor A-nak létezik jobb
inverze B(H)-ban < A szirjektiv.

A-nak létezik bal inverze B(H)-ban < A alulrdl korldtos (3¢ > 0, | Az| >
cllz|| vz € H).

Bizonyitds. Ha A bal invertalhatd, akkor 3B € B(H) hogy BA = I.
1B - |Az[| = [ BAz| = ||

Ty [ Al > b

Forditva ha A alulrél korlatos: ||Ax| > c||z||, akkor
[A(zn — zm)|| = cllzn — Tl

gy ha Az tart valahova, akkor x tart annak az inverzéhez. A értékkészlete teljes,

igy Ran(A) zért, A injektiv. Igy
A : H — Ran(A) bijekci6

Korlatos leképezések tétele miatt (Banach tétele a korlatos inverzrél) 3B, : Ran(A) —
H korlatos linedris operator ugy, hogy ByA = I. By-t pedig kiterjeszthetem:
Bz =0 a Ran(A)*-en. Ez a B j6 lesz.

Megjegyzés: nem kell az inverzhez a Banach tétel, mert feltétel az alulrdl kor-
latossag.

Az els6 részhez: ha 3J € B(H) hogy AJ = I, akkor A szirjektiv. Ekkor

Ao = Alge(aye injektiv is.
Ap : Ker(A)* — H bijekci6

gy van egy Jy : H — Ker(A)* korlatos linearis operator hogy AJy = I. Ez a J;
jobb inverz. ]

4.8. Kovetkezmény. A € B(H) invertdlhatd (az algebriban) < A szirjektiv és
alulrol korlatos. (Elég hogy képtere sirii)

4.9. Allitas. N € B(H) normdlis operdgtor invertdlhaté < N alulrdl korldtos.
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Bizonyitds. A vissza irany az érdekes. Ekkor N és N* is alulrdl korlatos, mert

normalis operatorra | N| = || N¥||
|Nz||* = (Nz,Nz) = (N*Nx,z) = (NN*z,2) = (N*2, N*z) = ||[N*2|]?
Igy N-nek és N*-nak is van bal inverze, igy N*-bol N-nek van jobb inverze. [

4.10. Tétel. Legyen N € B(H) normdlis, ekkor
0(N) = 04,(N) = approximativ pontspektrum
Bizonyitas. vilagos, hogy
A€ o(N) < N — X nem invertdlhaté = N — A\ nem alulrél korlétos

Vagyis ha nem invertalhato, akkor 3z, € H, ||z,| = 1 hogy ||Nz, — Az,| — O.
Vagyis A € 0,,(N)

A masik irany trivialis. m
4.11. Allitas. Az izoldlt pontok a spektrumban a pontspektrumhoz tartoznak.

Bizonyitds. Legyen A\ € o(NN) izolalt pont. Ekkor y(; folytonos o(N)-en. Erre
P = x(N) egy projekcié (négyzete és adjungaltja énnmaga a fiiggvénykalkukus

tulajdonsagai miatt).

is:
NP = \P
Legyen = € Ran(P), akkor NPz := Nx
APz = \x
Ez az x jo sajat vektornak. O
4.12. Megjegyzés. Legyen A € B(H) normadlis, ekkor
1. A onadjungdlt < o(A) C R
2. A unitér & o(A) C St (kérvonal)

3. A projekcio < o(A) C {0,1}
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Bizonyitds. (1) A = A* & X = X a 0(A)-n, az identitds fiiggvénnyel val fiigg-
vénykalkukus miatt. (2) ... O

4.13. Definicid. Legyen A C*-algebra, x € A, x-et pozitivnak nevezzik, ha r = z*
és o(z) C [0, 00).

4.14. Definicié. Legyen A € B(H), A-t pozitivnhak nevezzik, ha (Axz,x) > 0
Ve e H.

4.15. Tétel. A két pozitivitds fogalom megegyezik

Bizonyitds. Tegyik fel, hogy A € B(H) 6nadjungalt és spektruma nem negativ.
A gyok fiiggvény folytonos, azzal lehet B = \RA € B(H)-t venni. \/Z2 =
(- )(A) Vagyis A = B? egy onadjungdlt B-re, gy

(Az,z) = (BBz,z) = (Bz, Bz) > 0

Forditva legyen (Ax,x) > 0 ekkor (A*x,z) = (Ax, z) valésak (Vo € H). Ekkor
A énadjungélt reprezenticios tételek miatt (polarizaciés azonossag és Riesz).
Ekkor o(A) = 0,,(A) vagyis A € 0(A) =

||| = 1, Azp — Az 2 0
Mindkét oldalt szorozzuk meg skalarisan x,-el.

(Azp, xp) =X (zp, x,) — 0
>0

Ebbol latszik, hogy A nem lehet negativ. O]

4.16. Tétel. Legyen A € B(H) pozitiv operdtor. Ekkor 3'B € B(H) hogy B
pozitiv, hogy B* = A.
Ezt v/ A-val jeloljiik.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy A énadjungélt és spektruma nem-negativ: B = V/A.
B spektruma szintén valés, igy B énadjungalt. Spektruma szintén nem negativ,
igy B pozitiv.
Egyértelmfiség: Tegyiik fel hogy 3C € B(H) hogy C? = A, C 6nadjungalt,
pozitiv. Ekkor C' \f/l/ = AC. A gyokfiiggvény sup-norma limesze polinomoknak a

CQ
spektrumon.
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A B el6all A polinomjainak norma limeszeként, igy C' kommutal B-vel is.

Legyen

C*(B,C) ={P(B,C)|P polinom}
egy kommutativ C*-algebra, amiben benne van A és B = C2.
B=C"= B =(C?= B*=C"

B,C > 0 figgvények o(A)-n (spektrum sziikités). Igy B = C is igaz (folytonos,
pozitiv fiiggvények). Igy vissza Genfand transzformélva B = C. O]

4.17. Megjegyzés. Ha A € B(H) nem feltétlen normdlis, akkor |A| = v A* - A.

4.1. Feladat. Legyen A € B(H) oénadjungdlt és A > 0. Biz be hogy A kompakt
& A? kompakt.

4.2. Feladat. Adjunk meg olyan kompakt B € B(H) operdtrot hogy B% nem kom-
pakt.

4.3. Feladat. Létezik-e ilyen énadjungdltra? Es normdlisra?

4.18. Definicié (Parcidlis izometria). Az U € B(H)-t parciélis izometridanak hiv-

juk, ha létezik olyan M, N zart alterek H-ban gy, hogy
U:Mw— N izometria és Ul,;. =0

4.19. Megjegyzés. A fenti jelolésekkel U*U = Py, UU* = Py tovabba V € B(H)
operator parcialis izometria < VV™* és V*V projekciok vagy VV*V = V.

4.20. Tétel (Virosztek Daniel). UU* projekcicbdl kovtkezik, hogy U*U is projekcio

és eqyenlo vele. Elég az eqyiket feltenni.

4.21. Tétel (Polaris felbontas). Legyen A € B(H), akkor 3U € B(H) parcidlis

izometria hogy

A=UlA|
és U egyértelmiien meghatdrozott a Ker(U) = Ker(A) feltétel dltal.
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Bizonyitas.

U:|Alx — Az
i6l definialt.
llAl])* = (|Alz, [Alz) = (|APw,z) = (A" Az, 2) = || Az]?

Ebbél Ker(A) = Ker(|A|). U linedris izometria U : Ran(|A]) — Ran(A). U
egyértelmiien kiterjeszthetd izometriaként Ran(]A|)-rél A-ra.

Azt is 1atjuk, hogy Ker(U) = Ran(|A|)* = Ker(A)

U-t a Ran(|A|)*-on pedig 0-nak definidlom. A = U|A| teljesiil.

Egyértelmiiség: Tegyiik fel, hogy van egy mésik V. Ker(U) = Ker(V) =
Ker(A). U = V a Ran(|A])-n képlet miatt, de ezon kiviil meg Ker(A)-ban vagyunk.

0

4.22. Kovetkezmény. Ha A € B(H) invertdlhatd, akkor 3U wunitér dgy hogy
A=U|A|
Bizonyitds. A invertalhaté = |A| is az (A*A is). Igy a parcidlis izometria is

invertalhat6 kell legyen (Ran(A) = H). Vagyis U unitér. Es ekkor U egyértelmii
(mindenhol). O

4.23. Allitas. Ha A € B(H) normdlis, akkor 3W € B(H) unitér, hogy A = W|A|.

Bizonyitas.
U : Ran(|A]) — Ran(A)
Kimarad:
1 1
Ran |A|” — Ran(A)
Ker(|A]) — Ker(A")
normalitds
Ker(A) — Ker(A)
Igy U izometria, vagyis unitér. O]

4.24. Megjegyzés. Legyen (X, A, 1) o-véges mértéktér. g € L>=(u)
M, L*(p) = L*(p)
My:f—gf

korldatos ||M,|| < ||g|l normdval. Sét a norma egyenld is.

27



Bizonyitds. Ha ||g]lec = 0 akkor vildgos.
Legyen M < ||g|leo, M < |g| teljesiil pozitiv mértékii halmazon. o végesség
miatt 35 € A hogy 0 < pu(S) < 00, S C{M < |g|}

/| |2 H X5H2 M2M(S) :M2
Ixslla = u(S)
O

g — M, ad egy L>(u) — B(L*(u)) izometridt, C*-algebra monomorfizmus
(nem sziirjektiv, de injektiv).
M = M
Mi a polaris felbontasa?
“(0) = 24 hag(t) #0
0 ha g(t) =0

Erre
Mg = M. - M\g\

Ez-e a polaris felbontas?

V(M) My = /(M) M, = My,

és az £-o0s tag parcialis izometria-e?
Ker(M,) = Ker(M,) és MMM, = M.. Es

IMFIP = 11 Ker(M.)"-en

4.25. Allitas. Legyen Ti,Ty € B(H) normdlis operdtorok. Legyen S € B(H)
invertalhato, hogy

= ST,S™!
Akkor létezik U unitér, hogy Ty = UToU 1
Bizonyitas.
TS = ST, B.12] tétel
178 = STy /%
S*Ty = T,5* /S
S*TS = T55*S feltétel

S*STy =T55*S

28



Azaz

|SPPTy = To|SP?
Amivel T, felcserélhetd, annak fiiggvényével is, igy +/|S|?-re:

|S|Ty = T5|S|
Ebbol

T, = U|S|Th(U|S)) ™
——

S s
T\ =U|S|TS|"tUu!
—_——
Ty
O
Legyen x € A C*-algebra beli. Ekkor
r+z* i r—x*
x = i
2 27
N——
Onadj 6nadj
4.26. Tétel. Minden C*-algebrat az unitér elemei linedrisan generdlnak.
Bizonyitds. Elég olyan x € A-t nézni, hogy ||z|| < 1 és x énadjungdlt
u=x+1vV1—12
ut=x —ivV1— x?
Ezt elvégezhetem és x = “£° és
w* = (x —ivV1—22)(z +ivl—a2) =2 + (1 —2?) =1
u*u hasonléan. O

5. Spektral mértékek és kommutativ C*-algebrak
reprezentacioi

5.1. Definicié (komplex mérték). (X, A, pn), X tér, A o-algebra. p : A — C
olyan hogy:
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1. pu(@)=0
2. diszjunkt uniora 6sszegzédik a mérték (és dtrendezhetd)
Ekkor p-t komplex mértéknek nevezziik.

5.2. Allitas. Ha p komplex mérték (X, A) mérhetd téren. Akkor

|| (A) = sup {Z |(An)| hogy {A,} C A véges particidja A—nak}

Egy szokdsos mérték. A p variaciés mértéke.
Legyen |||l == |u|(X), ez norma az (X, A)-n €l6 dsszes komplex mértékek line-

aris terén.
5.3. Megjegyzés. Ha i komplexr mérték, akkor Re,Im valds mértékek.

5.4. Tétel (Jordan felbontés). Ha p valds eldjeles mérték (X, A)-n, akkor létezik
W1, o két pozitiv valos mérték, hogy p = py — po

Bizonyitas. Legyen

iy e ]+

1 - 2

iy e ] — p
2 - 2

]

5.5. Definicié (komplex mérték szerinti integrél). Legyen pu komplex mérték (X, A),
=iy — pig +i(ps — pa) g szokdsos mértékekre. Es legyen f: X — C, ekkor:

Jrdu=[fam [ fami( [ fdm- [ rdu)

5.6. Megjegyzés. Ez komplex linedris f-ben és u-ben is és

[l < [171dlnl

5.7. Definicié. Legyen X kompakt Hausdorff tér, B az X Borel halmazainak o-
algebraja. A p komplex mérték regularis B-n, ha || requldris (Radon-féle).
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5.8. Tétel (Riesz). Legyen X kompakt Hausdorff tér, B a Borel o-algebra. Ekkor
eqy 1 reqularis mértékre (u € M,.(X,B)) és f € C(X) figgvényre definidlhatjuk az

) = [ fdn
értéket. Az ily modon definidlt
F,:fw~ / fdu
X

leképezés egy linedris funkciondl, azaz eleme C(X)*-nek. Es tekinthetjik az
F:p— F,

leképezést, ami izometrikus, linedris izomorfizmusa M,(X,B)-nek C(X)*-re. Es

pozitiv funkciondlhoz pozitiv mérték tartozik.
Megj: Stone-Cech kompaktifikdlt ((£s)*).

5.9. Definicié (Spektral mérték). Legyen (X,.A) mérhetd tér és H Hilbert tér.
Az E: A~ B(H) figguény spektral mérték ha

1. E(B) projekcio
2. E(0)=0
3. Minden x,y € H-1a ji,,(®) = (E(e)x,y) egy komplex mérték.
4 B(X)=1
Példa: (X, A, u) mértéktér, L?(u) Hilbert tér.
B(B) = M,

egy spektral mérték.
M, , mindig projekci6, pur, = [p fgdu egy komplex mérték az integrdl o-
additivitdsa miatt.

5.10. Allitas. Legyen (X,A) mértékheté tér, H Hilbert tér és E : A — B(H)
spektral mérték. Ekkor

1. ha Bl, B2 eAés Bl N BQ = (Z), akkor E(B1 U BQ) = E(Bl) + E(BQ)
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2. ha By, By € A akkor E(B) N By) = E(B;) - E(Bs)
3. ha {B,} C A diszjunktak akkor E(U, B, N B2) =, E(B,)
Bizonyitds. (1) A komplex mértékek miatt
(E(B, U Ba)a,y) = (E(Bu)z,y) + (E(B)z, )

(2) Elészor lassuk, hogy diszjunkt halmazokra a projekci6k merdlegesek. Ha
P, Q és P+ @ is projekciok, akkor

(P+Q)*=P+Q

kell fennaljon, amibdl PQ) = QP = 0.
Legyen A C B, A,B € A.

E(B)=E(A)+E(B\ A)
Mindkét oldalt szorzom E(A)-val és hasznalom, hogy A diszjunkt B\ A-tol:

E(B)E(A) = E(A) - E(A)+ E(A) - E(B\ A)

E(A) 0

Ebbdl altalanos A, B-re:

E(A)- E(B) = E(A) - {E(B\ A)+E(AN B)} = E(A) - E(AN B) = E(AN B)

(3)

IE(UpZy B)x — Y E(By)z||* =

k=1
N N
00 2 2 [
U, Bel? + 3 [ E(Bal? - < (U=, B)a. ZE<Bk>x>
k=1 k=1
Z(E(Bk)x,a:)
N

k
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5.11. Megjegyzés. E spektral mérték requldris < p,, "drnyékmértékek” requld-
risok.

5.12. Tétel. Ha B : H x H — C korldtos sesquilinedris forma, akkor 3'A € B(H)

hogy
B(z,y) = (Ax,y)

és van norma becslés is.

5.13. Tétel. Legyen (X, A) mérhetd tér. E : A B(H) spektral mérték, f: X
C korldtos, mérhetd figguény. Ekkor 3! [ fdE € B(H):

<(/de)a:,y> = /fdﬂz,y
és || [ fAE| <[ fllsup

Bizonyitds. Legyen B(x,y) = [ fdp., Yo,y € H. Ez sesquilinearis és

Byl = | [ £ dhe,

Mennyi a variaciés mérték?

< [ 11Uty < 1 e - | (X)

|ty | = sUD{D_ lhtay (An) [}
Y HEA)zy) | =3 [(E(An)z, E(Any) | < 3 IE(An)z] - [|E(A)yll

< SNBSS 1B < el - o]
Emiatt 3'A € B(H) hogy (Az,y) = B(z,y) = [ f dp,, és norméja korlatos az f

sup-normajaval. O]

5.14. Allitas. Az eléz6 dllitds jelolésivel az f — [ fdAE leképezés kontraktiv
*~algebra homomorfizmusa az X -en korlatos A mérhetd figgvények algebrdjinak

B(H)-ba.

Bizonyitas.
([ raB)sy) = [ rd(E@y)

Linearitas OK.

([ xsdB)ey) = [xnd(B@)r.) = (B(B)w.y)
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Igy 1atszik, hogy karakterisztikus fiiggvényekre szépen viselkedik. Es minden kor-
latos mérhet6 fiiggvény egyenletesen approximalhaté egyszeri fiiggvényekkel. Az
integralas pedig folytonos. Vagyis miikodik minden korlatos fiiggvényre.

A * miiveletet is tartja (konjugélés).

<</de>*x,y>:< </de>> (/s > >
RS w1 - [ B - [Ta{Eta

proj ekCIO z,y

\\

]

5.15. Definicié. Legyen A egy C*-algebra, H Hilbert tér, ® : A — B(H) egy
*-algebra homomorfizmus igy hogy (1) = I. Ekkor ®-t az A egy *-algebra repre-
zentacidjanak hivjuk.

5.16. Tétel. Legyen A, B két C*-algebra, ® : A — B eqy *-algebra homomorfizmus

és ®(1) = 1. Ekkor ® kontraktiv. Es az hogy izometria, az ekvivalens azzal, hogy
D injektiv.

Bizonyitds. x onadjungalt, ® : C*(x) — ®(C*(z)) € ®(C*(z)) =: C ami egy
kommutativ C*-algebra.

Tetszéleges ¢ € C-ra @ o ® karakter C*(z)-en. Ezért o(®(z)) € o(x) (karakter
spektrumba képez, karaktersziikités tétel).

gy [¢(®(2))] < |l2l| = sup p(@(2)] < ||
pel

| S S
r(®(z))=|12 ()|
Vagyis 6nadjungaltra ||®(z)|| < ||z||. Tetsz6legesre
®(z'z) < [la"z] = 2|
———
D(z)*P(x)
Tegytik fel, hogy most z 6nadjungalt és ® injektiv. z Onadjungalt, pozitiv,
||z|| = 1. Indirekt tegytk fel, hogy ||®(x)| < 1.
Vegyiik azt az f : [0,1] — [0,1] fiiggvényt, ami a [0, ||®(x)||]-n O és linedris
[ @2)], 1]-en.
Erre f(®(x)) = 0. Es f(®(z)) = ®(f(x)) (polinomokkal approximalhaté az f).
De akkor injektivitdas miatt f(z) = 0 vagyis f = 0 az x spektrumén. Ellentmondas.
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Ezért ||®(x)|| = 1.

Tetsz6leges ||z|| = 1-re. Ekkor z*z pozitiv és norméaja egy. Erre
| &(z"z) | =1
———
P(z)*d(z)

[]

5.17. Tétel. X kompakt Hausdorff tér, H Hilbert tér, E reqularis spektralmérték
X Borel halmazain (B). Akkor f € C(X)-re

f»—>/deE

eqy *-reprezentdacicja C(X)-nek B(H)-n, melynek értékkészletével pontosan akkor

felcserélhetd egy operdator, ha felcserélhetd E értékkészletével.

Bizonyitas. Ez egy * reprezentacio, ez trivi. 1 +— [I:

/1dE:/XXdE:E(X) =1
Mi a helyzet a felcserélhetdséggel?

A-/de:(/de)A VfeO(X),z,ye H

([ rapysavy) = (([ raE)Azy)

[ £y = [ fduae, VFECX)zyeH

Két mérték akkor indukélja ugyanazt a funkcionélt (minden folytonos fliggvényen),

skalarizdlom:

ha a mértékek megegyeznek (Riesz reprezentacio). Igy

Mz Axy = HAz,y
(E(B)z,Ay) = (E(B)Az,y) VBeBwxycH
Vagyis E értékkészlete felcserélhetd A-val. m

Feladat: X kompakt Hausdorff, H Hilbert, e, ortonormélt bazis H-n. =z,
sorozat X-ben, f € C(X)

O(f)en = f(zn)en

Ekkor ® egy *-reprezentacio. Mi a spektral mértéke?
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5.18. Tétel. Legyen A kommutativ C*-algebra, H Hilbert tér, ® : A B(H) egy

“-reprezentdcio. Ekkor IE requldris spektralmérték az A Borel halmazain, hogy
() :/:de (x € A)

Bizonyitds. x — 7 Gelfand trafé egy izometrikus *-izomorfizmusa A-nak C/(A)-
ra. Ezért elég az A = C(X) esettel foglalkozni, ahol X kompakt Hausdorff tér,

-~

egyébként kicserélhetem A-t C'(A)-ra.
Akkor legyen @ : C'(X) — B(H) egy *-reprezentécié. Va,y € H-ra tekintsik a

koévetkezot
f=(@(f)zy)

Ez egy korlatos linedris funkciondl, igy a Riesz reprezentdcié miatt létezik m, ,

reguaris Borel mérték X-en:

@(fe,y) = [ fdm,,

S6t my . egy pozitiv (rendes valds) mérték, mert a funkciondl pozitiv fiiggvényre

pozitiv: f=|g|*> =g g-re
(@(f)z, x) = (P(9)"P(g)z, x) = (D(g)x, D(g)x) = 0
Roégzitem B € B(X) halmazt és

Mp(z,y) =my,(B) = /fdmxyy x,y € H
ami
((f)z,y)

Ez lineéris els6 véltozéban, konjugalt linedris a masodikban. Mp(e, @) egy korlatos

sesquilinearis forma. korlatossag:

[Mp(2,y)| = |may(B)] < [mayl(B) < [may|(X) = [[mayll = I = (2(F)z,y)

Riesz

De ® kontraktiv
<z - lyll

gy minden B Borel halmazhoz 3E(B) € B(H) operator hogy
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és ||E(B)|| < 1. Kell: E egy spektral mérték.
E(B) projekcié?
(E(B)z,z) =2 0

gy E(B) énadjungélt (mert pozitiv). Megmutatjuk:
E(BNB') = E(B)E(B)

Ez elég ahhoz hogy F(B) projekcié. Ez meg a & multiplikativitdsa miatt igaz.

(@(fg)r,y) = (2(9)2(f)z, y) = (D(f)x, D(9)"y)

Az els6 tag:
/gf dmw,y - /f gdm%y
——

komplex mérték

Az utolso tag:
/fdm:vﬁb(g)*y

Riesz miatt a mértékek megegyeznek:

mx,q)(g)*y(B) = /Bgdma:,y = /gXB dm,, VB

Az elso tag

(E(B)a, ®(g)'y) = (@(9)E(B)z,y) = [ g dmizye,

gy megint Riesz miatt minden B'-re

My (BN B') = mpp)ey(B) = (E(B)E(B)z,y)  Va,y
Ez j6. Nézziik még meg E(X)-et.

(B(X)z,y) = may(X) = [ 1dm,, = (@) = (&)

Ezért E(X) = I és igy E egy spektralmérték (az drnyékmértékek biztosan jo
mértékek, mert azokbdl konstrudltuk E-t).

E egyértelmi, mert skalarizaltjai (drnyékmértékei) egyértelmiiek a Riesz miatt.

O
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5.1. Feladat. Kommutativ C*-algebra minden irreducibilis *-reprezentacidja (ami-

nek csak trividlis invaridns zart alterei vannak) egy dimenzios.
Igy 14tszik, hogy pont a karaterek az irreducibilis reprezentaciok.

5.19. Tétel (Spektraltétel). llyen formdban Neumanntdl szirmazik, de a bizonyi-
tds mas volt.
Legyen N € B(H) normdlis operdtor, Ekkor 3\E spektralmérték a o(N) Borel

halmazain, hogy
N = / AAE(N)
a(N)

Az identikus fiigguégy integralja.
Tovabba T felcserélheté N-el < T felcserdlhetd E értékkészletével.

Bizonyitds. Legyen ® : C(o(N)) — B(H) a kévetkezé:

a folytonos fliggvénykalkukus. Ez egy *-reprezentacié. Ehhoz létezik egyértelmiien

olyan E reguldris spektralmérték o(N)-en, hogy
f(N) =)= [ raE
o(N)

(kompakt metrikus téren minden Borel mérték regularis, legalabbis szerintiink)

Igy
N = / id dF
o(N)

Egyértelmiiség: ha lenne egy masik £’ (reguaris) spektralmérték o (N)-en, hogy

/ ANAE(N) = /)\ dE'(N)

A két reprezentacié megegyezik az identikus fiiggvényen, de akkor mar az Osszes
polinomon, akkor a folytonos fiiggvényeken is megegyeznek. Igy egyenléek kell
legyenek.

Felcserélhetoség: ha T felcserélheto N-el, akkor N*-al is, de ezek generaljak
C*(N)-et, ami az f(N)-eket generédlja (f € C(o(N))-re). O

5.20. Kovetkezmény. Ha dim H > 2, akkor minden normdlis operdtornak létezik

nem trividlis (nem a teljes tér és nem a 0 altér) invaridns altere.
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Bizonyitds. E trividlis mérték: E(B) = 0 vagy I, akkor N egy skaldar matrix,
akkor persze van invarians altér.

Ha E nem trividlis, akkor 3By hogy E(Bj) nem trividlis projekcié. Ekkor
NE(By) = E(By)N, igy Ran(E(By)) invaridns altere N-nek. O

5.21. Megjegyzés. N legyen eqy korlditos, normdlis operdtor H Hilbert téren, E
spektrdl mértékkel. U C o(N) nem tres (relative) nyilt halmaz. Akkor

E(U)#0

Bizonyitds. Legyen f olyan folytonos, hogy f(z) <1 z € U-ra és 0 az U-n kiviil,

de nem konstans 0 fiiggvény.

[xwdE= [fdE >0

Ha egyenl@ség édllna fent, akkor f(N) nulla operator lenne, ami azt jelenti, hogy
f =0 az U halmazon 4. O

5.22. Megjegyzés. A holomorf figguénykalkukus megegyezik a folytonossal, ha el

lehet végezni.

5.23. Megjegyzés. A folytonos figguénykalkukus injektiv, de a spektralmérték

szerinti integrdl (korldtos figgvénykalkukus) nem.

5.1. Hasznos szamitasok

5.24. Allitas. Legyen (X, A, 1) egy o-véges mértéktér. g € L®(u). M, - L2(u) —

IL?(p) szorzds operdtor.
o(My) ={reClu(lg — A <e) >0 Ve >0}
Lényeges értékkészlet.

Bizonyitds. Elég belatni hogy 0 € o(M,) < u(|lg| <€) >0 (Ve > 0).
Vissza irany: Vn

1
<—)>0
wllgl <)
gy 35, € A hogy 0 < pu(S,) < 00 és Sp-en |g| < L.

IMyxslP Js, loP
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gy M, nem alulrél korlatos = M, nem invertalhaté, igy 0 € o(M,).
Elore irdny: ha de > 0 hogy

u(lgl <) =0
[ € L%(p)-re:
IMG I = [ 9P dn= e [ 177 du =21
Igy M, alulrdl korlatos (és normalis), igy M, invertalhato.
Mi M, spektral-elééllitasa?
5.25. Allitas. M, spektrdl mértéke:
E:Bw— M,

9= 1(B)

Bizonyitds. A jobb oldal

Xg=1(Bno(Mg))
Mert a o(M,) = g(X) 0-mértéktdl eltekintve. Vf, f' € L*(u)-re definidljuk
(B@f SB[ 7 du

1(Bno(My))

spektral mértéket, ezt nevezziik el E-vel. Kell:

Mg’i\ / AAE(N)

[o-1- f’du”'\/ ) ) =

. ki kell irni

v(S) = [s|fI*du
- /g—l(B) |fI*du = v(g™(B)) = vy(B)
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5.26. Allitas. Legyen S : (*(Z) — (2(Z) jobbra tolds:

S((xn)) = (2n-1)

Akkor o(S) =T a komplex egységgkor.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy (*(Z) = 1L3(|0, 27]) a Fourier sorfejtéssel.
Akkor M, az eltolds megfeleldje L?([0, 27])-n, ahol

vyt et
Fourier sorfejtstunk.
2T . - 27 .
/ et f(t)emt dt = / f(t)e =Dt gy
0 0
Ha a Fourier forfejtés az U operator, akkor
S=UM,U"

és

o(M,)=T

5.27. Allitas. S : L*(R) — L*(R)
f(o) = fle—1)
Spektruma ugyancsak T.
Bizonyitds. Fourier transzformalunk
fla) = [ fe=at

Plancherel tétel azt mondja hogy ez unitér trafé. Frekvencia térben az operatorunk

egy szorzas e'* fiiggvénnyel. O

5.28. Tétel. Legyen N € B(H) normdlis, E hozzd tartozé spektrdalmérték. f
korlatos Borel figguény o(N)-en. Ekkor

Aeo(f(N) e E{|f-AN<e})#0 Ve>0
Es \ sajdt érték < E({f = \}) #0 és E({f = \}) a sajdt altérre vetités.
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5.29. Kovetkezmény (Spektréalleképezési tétel a korlatos, Borel-mérhet6 kalku-

lusra). El6zd jelolésekkel

a(f(N)) € f(e(N))

Es lehet szigori tartalmazds.

5.30. Tétel. N normalis, f korldatos Borel o(N)-en, g folytonos az origd kozép-

pontt || f||sup Sugari zdrt kérlapon. Akkor

g(f(N)) = (g o f)(N)

Bizonyitds. Ugy kell bizonyitani, mint eddig, csak most g nagyobb tartoményon

van definidlva, nem csak a spektrumon. n

5.31. Tétel. Legyen U € B(H) unitér operdtor. Ekkor 3T € B(H) dnadjungdlt:
U=¢T

Bizonyitds. Legyen o(t) = e t € [0,27). ¢ : [0,27) — S! bijektiv. ¢! nem

folytonos, de Borel. S&t, o=t valds értékii:

o '(U) € B(H)

Ez jo lesz. O]
5.32. Tétel. Legyen T € B(H) normdlis operdtor. Ekkor ekvivalensek:

1. T kompakt

2. o(T) megszamldalhato és egyetlen lehetséges torléddsi pontja 0

3. dimKer(T — M) < oo VA #0

Bizonyitds. (1) < (2):
A = irany Riesz tétele.
A <« iranyhoz:

N = /( AdB() = liny AAE(N)
o(N

=0 Jo(N)n(llz|2e}
Ehhez kell:
|/ 94| < gl
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De (2) miatt az integrélds tartomanya véges, az integral szumma lesz.

> AE({A

AEG(N),|A[>e
gy N-et véges rangtiakkal approximaltam, igy kompakt. m

5.33. Tétel. Legyen A € B(H) normdlis. A kompakt < Ran(A) nem tartalmaz
oco-dimenzios zart alteret.

Bizonyitdas. =

A kompakt, tegyiik fel, hogy M C Ran(A) végtelen dimenzids, zart altér, Py,
meroleges vetités M-re. Py A értékkészlete M, Py A kompakt. PMA|Ker(PM AL
kompakt bijektiv M-re. Ez oda-vissza folytonos (Banach tétele korlatos inverzrél).
Vagyis 3T : M’ +— M bijektiv korlatos linedris operdtor. 71T = id,;, ez kompakt
kell legyen, mert kompakt szorozva folytonossal, de végtelen dimenziéban nem
kompakt az identitas operator 4

=

5.34. Lemma. Ha B,C € B(H) és BB* < kCC* valamilyen k-ra. Ekkor létezik
Y € B(H) hogy B=CY
Speciel Ran(B) C Ran(C)
Bizonyitas.
Y :C"y— By
C*y=0=0=||C*y|* = (C*y, C*y) = (CC*y,y)
= (BB"y,y) =0= By =0

Y J6l definialt operdtor. ||B*y||* < k||C*y||? miatt korldtos lin.traf. Kiterjeszthetd

korldtosként Ran(C*)-ra, majd az egész H-ra.

YC*"=B"= B=CY"

0
A:/AdE
0
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5.35. Megjegyzés. Tetszbleges H Hilbert térre C(H) = {A € B(H)|A kompakt}
zart idedl B(H)-ban.

5.36. Tétel (Calkin). Szepardbilis H esetén C(H) az egyetlen nem trividlis zdrt
idedl B(H)-ban.

Bizonyitds. Legyen I C B(H) nem trividlis, zart idedl. T' # 0 véges rangii opera-
torok mind I-ben benne kell legyenek

Ekkor a kompaktak a zartsdg miatt szintén [-ben vannak: C'(H) C I.

Ha lenne egy olyan A € I hogy A ¢ C(H) akkor IM egy oo dimenzids altér,
hogy M C Ran(A). Py A értékkészlete M. A szeparabilitds miatt létezik olyan
U parcialis izometria H-n, hogy a kezdeti tér M és az értékkészlet H (minden
végtelen dimenziés altér felfijhatéd az egész térré). Ekkor UPy A € I és sziirjektiv,
ezért létezik jobb inverze = id € I 4

O

5.37. Definicié (Calkin algebra). H szepardbilis Hilbert tér. A Calkin algebra:
B(H)/C(H)
5.38. Allitas. H szepardbilis Hilbert téren a Calkin algebra egyszerd.

Bizonyitas. tétel. O

Sokaig kérdés volt, hogy ennek C*-automorfizmusai mind belsék-e:
X —UXU"

ahol U unitér?

Ez fiiggetlen ZFC-t6l! A kontinuum hipotézissel van kiilsé automorfizmusa
(1997), azzal ellenkezot feltéve minden automorfizmus belsé (2010).

1970 kortl bebizonyitottak, hogy egyszerii C*-albegra minden derivacidja belso.

Ez kevésbé nehéz.
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6. Approximacios tételek
Az erOs operator toploldgiara vonatkozd két approximacios tétel.
6.1. Definicid. Legyen H Hilbert tér. Tekintsiik az

pe: B(H) — C

pa(A) = || Az]|

illetve
Py B(H) — C

Pay(A) = [ {Az, ) |

r,y € H, A€ B(H) szeminormdk dltal definidlt topoldgidkat. Mint figguényrend-
szer dltal indukdlt topologidkat B(H )-n.

Rendre er6s ill. gyenge operatortopolégia.

Konvergencidja pontosan az A > B < ||Ar — Bx|| — 0 Vo € H és skaldrszor-

zatra hasonloan.

6.2. Megjegyzés. Operdator normabani tartds = erds operdtor topologidban tartds

= gyenge operdtor topologidban tartds.

6.3. Definici6 (altalanositott sorozat). Legyen I irdnyitott halmaz: rendezett hal-
maz, hogy minden o, 3 € I'-ra 3y € T hogy o, B < 7.
Ekkor xr — X fligguény eqy altalanositott sorozat.

6.1. Feladat (Vigier-tétel). Legyen H Hilbert tér, A, € B(H) dnadjungdlt ope-
rdtorok dltaldnositott sorozata, ami felilrél korldatos (van legnagyobb elem). Ekkor

A, erdsen konvergdl eqy A € B(H)-hoz.

6.4. Tétel. Legyen f linedris funkciondl B(H)-n. A kévetkezdk ekvivalensek:
1. f erdsen folytonos.
2. [ gyengén folytonos.
3. 31, . T, Y1, Yn € H hogy f(A) =7 (Azp, yi)
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Bizonyitds. (2)=(1) vildgos
(3)=-(2) vildgos
(1)=(3):
Legyen f erésen folytonos. Ekkor dz1 ...z, € H,eq,...€, > 0 hogy

Az ]| < e1... | Aza|| < &0 = [F(A)] < 1

Es 3¢ > 0 hogy
Yol A * <& = |f(A)] <e
k

és
(Azxq, ... Ax,) — f(A)

jol definidlt, mert egy masik ilyen (Bz, ... Bz,) rendszerre
(A—B)xy...(A—B)z,)=0=|f(A—B)|=0

Ezek linedris alteret alkotnak H"-ban, ha A-t futtatom B(H )-n.
Ez egy funkcional H" egy részhalmazan, korlatos. Hahn-Banach-al kiterjeszt-
hetem H"-re, ami Hilbert tér.

Riesz miatt Jy; ...y, € H hogy

O

6.5. Kovetkezmény. Ha C C B(H) konvex halmaz, akkor C erds lezdrtja egyenld
C gyenge lezartjaval.

Bizonyitds. Altalaban lokélisan konvex topolégikus vektortéren C konvex halmaz-
ra.

C = azon zart félsikok metszete, amiben C benne van

Félsik: {Re(f) < ¢} egy f € B(H)*-ra és ¢ konstansra.
Ez a Hahn-Banach tétel elvalasztasi alakja miatt van. Ezek utdn latszik hogy

ugyanazok a linearis funkcionalok mindkét topolégidban, igy a ketté ugyan az. [J
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6.6. Definicié. Ha A C B(H), akkor A’ ={T € B(H)|[TA= AT VA€ A} az A

kommuténsa.

6.7. Tétel (von Neumann dupla kommutans). Legyen A C B(H) az identitdst

tartalmazo rész *-algebra. Ekkor

1. A=A

2. mind erds, mind gyenge lezdrtra.
Es az aldbbiak ekvivalensek

1. A=A"

2. A erdésen zirt

3. A gyengén zdrt

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy A’ egy rész *-algebra, aminek I eleme. Es A’ zért
mind a gyenge, mind az erds operator topologidra nézve.

Es A C A” is olyan rész *-algebra, hogy zart és I benne van.

Kell: A stiri A”-ban, vagyis T € A" = T € A.

Legyen z € H tetsz.

M = Ax zart altér H-ban
M invarians altere is A-nak. Py, a ra vald projekcié.
Py APy = APy YVAe A

Ebbol
APM:PMA:>PM€.A,

JA,, € A hogy A,z — Tx
v : B(H) — B(H™) diagonélis bedgyazas, ekkor
PA") = p(AY
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Ez belathato.
Es mivel T € A" = o(T) € p(A") = ¢(A)". Alkalmazva az elézéket, jon hogy
tetszéleges (z1 ...x,) € H™ vektor esetén A, € A hogy

(G- 0)

Vagyis Ayz; — Ta; = T € A.
O

6.8. Definicid. Az eldzo tétel hdarom feltétel barmelyikét teljesitd, identitdst tar-

talmazo rész *-algebrajdt B(H )-nak Neumann algebranak nevezziik.
Ez egyben C*-algebra is (ha gyenge zart, akkor erés és norma zart is).

6.2. Feladat. Adjunk meg olyan rész C*-algebrdjat B(H)-nak, ami nem Neumann

algebra.

6.9. Megjegyzés.

e B(H) egy Neumann algebra.
o (CI)=B(H)
e CI=(CI)"=B(H)
6.10. Tétel. Legyen A C B(H) Neumann algebra. Ekkor
1. A tartalmazza YA € A operdtornak poldris felbontdsdnak tényezdit

2. A tartalmazza tetszdleges elemének értékkészletének lezdrtjdra vald projekci-
okat.

Bizonyitds. (1) A€ A, A=U|A|. Legyen V € A" unitér.
A=VUV*|A]

mert

A=VAV* =VU|A|V*
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Es V feleserélhetd |Al-val is. Igy A = VUV*|A|. Es VUV* is parcialis izometria

és magja egyenlo U magjaval:
VUViz=0UVzs=0 AV =0V Ar=0«< Az =0

Ezért a polaris felbontas egyértelmiisége miatt U = VUV™, vagyis VU = UV,
és A" egy C*-algebra, amit az unitér operatorai linedrisan generalnak. Ezért U
felcserélhetd a teljes A" algebraval, igy U € A" = A.

Es Al = VA" A € A.

(2) kénnyt O

6.11. Tétel. Neumann algebra normadlis elemének a spektrdl mértékének érték-
készlete is az algebraban vannak.
Neumann algebra megegyezik a projekcidinak linedris burkdnak lezdrtjaval (ope-

rator normdban).

Bizonyitds. Legyen N € A normalis, E spektral mértékkel. T € A" = TN =
NT = TE(B) = E(B)T minden B C ¢(N) Borel halmazra (spektral tétel).
Igy E(B) € A” = A.

A mésodik allitds pedig vildgos: A € A = ATAL §g AA

2 68 T

onadjungaltak és
€ A. Ezek approximalhatoak

Z)\iE(o)

elemekkel, ahol az F/(e) projekciék mind .4-ban vannak. O

6.3. Feladat. Mondjunk olyan normdlis operdtot, aminek spektrdl projekcioi nin-

csenek mind benne az & dlta generdlt C*-algebraban.

6.12. Megjegyzés. Az operdtor norma topologiiban a miveletek mind folytonosak
(+, *, szorzds). Mi a helyzet erds és gyengében?
Legyen Ay, A € B(H), Ay = A, akkor az adjungdltjuk is. De erésen nem.

Példa: ¢*(N)-en nem erésen folytonos az adjungélds. Legyen
S:en > e
Erre S™ 2 0, de (S™)* = (S*)" tart erésen nulldba.
6.13. Megjegyzés. A szorzas nem folyotnos sem gyengében, sem erdsben.
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Példa gyengére: (S*)* 50, (S™)* 30, igy S* > 0. Igy ((S™)*)S" =1 % 0.

Erésre ellenpélda: 0 € {y/ne,|n € N} ahol e, ortonormalt bazis a H szeparé-
bilis Hilbert téren.

y1 - .. yx adott vektorokhoz és e > 0-hoz In € N hogy | (v/neq,y) | < e Vi =
1... k.

Indirekt tegyiik fel hogy nem igaz, azaz minden n-re valamelyik y;-re | (\/ne,, y;) | >
. Ekkor

€
[ (ens ) | =2 —=

Jn
2
g
Iyl + - el = 2 Hemw) P> 30— =00 4
no] n

Vagyis létezik n) részsorozat, hogy /nyen, 5 0. Ekkor az A, = VIen, &
en, — 0, mert

[Axz| = [[ (@, en,) Vraen |l = [[V/na(eny 9) | = 0 Va
és
A3 = Naen, @ €n,
De x =3 %en vektorra

Az = (z,e,,) Nren, = €5, 7 0 norméban

6.14. Tétel. Az adjungdlds erdsen folytonos a normdlis operdtorok halmazdn (ami

nem eqy altér).

6.15. Tétel. A szorzds erésen folytonos a B(H) korldtos részhalmazain.

Bizonyitds. Ao = A, By > B. ||Adl|, || Ball korlatos.

[AeBoz—ABz[| = ||Aa(Ba—=B)z+(Aa—A) Bz|| < [[Aal|-| Bax—Bz||+[|(Aa—A) Bx| = 0
O

6.16. Definicié. Az f : R — C folytonos fiigguény erésen folytonosnak nevezziik
ha A, = A, Ay, A € B(H) dnadjungdltak esetén f(As) = f(A).

6.17. Tétel. Minden f : R+ C korlatos folytonos fiigguény erdsen folytonos.
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Bizonyitds. Legyen F' az 6sszes korlatos, folytonos f : R — C fiiggvény algebra,
*-algebra.

Kell: F' egy C*-algebra.

A = F N Cy(R) a metszet a végtelenben eltiing fiiggvényekkel.

fa € A, fn = f sup-norméban, f € Cy(R) N F ekkor f € A.

Ay > A

1 (Aa)z—f(A)z]| < |[f(Aa)r— fu(Aa)z|[+]| fa(Aa)z— fu(A)z|+ ]| fu(A)z—f(A)z|
lgy A egy zért rész C*-algebrat alkot.

1 t
1+1271+¢2
—— Y——
Benne vannak A-ban. Ehhez A,, A € B(H) énadjungaltak. A, = A. Kévetkezik-

e, hogy g(Aa) = g(A). Jelolés: & az A inverzével val6 szorzés.

MA@x—ﬂAﬁn:<1f22—]A{@>x::G+A@(A41+A%—(1+A®A)G+A%*x

— (14 A2) (Ag — A+ Ag(A— A)A) (1+ A7) '
A, A
1+ A2 (;ﬁ),lJrA?x

= (1+A2) (A, — AL +AH o+

korlatos 50 N—— 20
korlatos %—el
—0 —0
Nulladba tart.
A mésik fiiggvényre:
t)=1— g(t) - t
f(t) g(t) t

korlitos €rosen folytonos

Ez erosen folytonos.

Most legyen h egy korlatos, folytonos

—— ——— —_~— = ~—~— N——
1 korl. erésen folyt. korl. erésen f.
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6.18. Tétel (Kaplansky stirliségi tétel). Legyen A az I-t tartalmazé rész C*-

algebrdja B(H)-nak és B ennek az erds (gyenge) lezartja (B = A").

Neumann dupla kommutdnsbol ldtszik, hogy B-ben az A erdsen és gyengén is

strdn van.

1. A onadjungdltjai erdsen stiriek B dnadjungdltjai kozétt. (Bs, = "a B dnad-

jungdltjai") (gyengén nem kunszt, mert a * gyengén folytonos, erésen nem)
2. (Asq)1 erdsen siri (Bs,)1-ben (egységgombok).
3. (A)y erdsen sirii (B)-ben.
4. (Ay) (az A uniterei) erésen siiriek B, -ban.
Bizonyitds. (1) Legyen B € Bg,, akkor 34, € A hogy
A, — B erOsen és gyengén

Al — B* = B er6sen és gyengén

fgy Py
—‘“; o« W p

Igy B benne van A,, gyenge lezartjaban, ami megegyezik az erés lezarttal.

(2)
B S (Bsa)l = ElAa € Asa hOgy

A% B o(B)C[-1,1]

hlegyen olyan R — C fiiggvény, hogy [—1, 1]-en az identitds, kiviil meg folytonosan
lecseng. h erésen folytonos.
h(Aa) = h(B)
[h(Ad) [ <1
——

Asa

A pozitivitasra mas h fiiggvénnyel ugyanigy be lehet latni.
(3)

(5 5)
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M;(A) erbsen stirti My(B)-ben és ezek is zart C*-algebrak.
FAILIBILNC DT < 112 2 < A+ Bl + I + 1Dl
de erre a matrixra jobb becslés is adhaté. Egy B € By-re
(5= 6) € (Ma(B)sa), =

(B B) e (My(A)g,), erds lezartjaban

Innen visszakapom a B-kre a tartast.
(4) U € B, = U = T € By, — ra. Visszavezetjilk énadjungéltakra, és e

erésen folytonos (mert korlatos és folytonos). Igy e — ¢ € A, O

6.19. Tétel (Kadison transzitivitasi tétel). Legyen A C B(H) rész C*-algebra,
ami tolpologikusan irreducibilis (nincsen nem trividlis, zdrt, minden elemére inva-
rians altere). Ekkor tetszdleges x1, . .. x, figgetlen vektorrendszer ésyy ...y, € H
vektorok esetén létezik A € A hogy

Ar;=y;, Yi=1...n
Vagyis lehet interpoldlni.

6.20. Kovetkezmény. Topologikusan irreducibilis rész C*-algebra algebrailag is
irreduibilis.

Nem bizonyitjuk: egy C*-algebra pontosan akkor Naumann algebra, ha dualis
tere valaminek. Példa: ¢y nullaba tarté korlatos sorozatok sup-normaéaval nem

dudlis tere semminek.

7. Hilbert-Schmidt és trace-operatorok

7.1. Definicid. Legyen H szepardbilis Hilbert tér. Jelolje Co(H) azon A € B(H)

operatorok dsszességét, amelyekre létezik e, O.N.B hogy

Z ||Aen||2 < 00

7.2. Tétel. Legyen A € Cy(H), ekkor Y ||Ae,||* < oo minden e, O.N.B esetén és
az 0sszeq figgetlen en-t6l. Es Cy(H) C B(H) egy *-idedl és a fenti sszeq gyoke
norma Cy(H)-n.
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7.3. Megjegyzés. B(H)-ban minden idedl *-idedl. Mert S C B(H) idedlra
AeS=A=UlA|
U'A=UU|A|=|Al €S
tétel. (f,) legyen O.N.B

Do llAenll® =223 [ {Aen, fu) [P = D23 [ (Aen, fun)

m n

=3 [{en A fu) P = S I1A fl?

Igy
>l Aenl? =D 1A fall?

Igy egy harmadik O.N.B-al kapom az allitdst. Sét A* ezen "morméja’ ugyan az,
mint A "norméaja".

Ez lineéris tér lesz:
DA+ Bleal® < 3 [ Aenll* + || Bea|l* < 00
Es a Minkowszki egyenl8séget kapom a norméra:
VS I+ Bleallr < S Idenll2 + 5 1Beall < /S el + /3 1 Beal

Igy a || ® |2 = /> | ® €,]|2 norma-jeldltem homogén és szub-additiv. Sét

1A < 1Al
Cy(H) bal ideal B(H )-ban:

> 1T Aeq|” < |IT17 > || Aenl®
——

IT°[[>-[| Aenl|?

Adjungalttal latszik, hogy jobb idedl is. O]

7.4. Tétel. Cy(H) C C(H), tetsz A € Cy(H) esetén A szinguldris értékei (|A|
sajat értékei) Uy beli vektort alkotnak.
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Bizonyitds. A € Co(H) = |A| € Co(H) , mert akdrmilyen idedl zart az abszolut
értékre (el6bb szamoltuk ki).
Legyen |A| spektél felbontasdban P. := E([e,00) N o (] A]?)) véges rangt, mert
eP. < |A]? = £ (Peen, ) < |||Alen]?

—_—————
(|A|2en,en)

gy |A]? kompakt, de volt hogy ¢nadjungaltaknal ekkor |A| is kompakt, ekkor
A = UJA]| is kompakt feladat).

Igy |A| kompaktra |A| = 3 A\ne, @ e, egy e, ortonormalt bazisra (A,-ek pont
a szingularis értékek).

00 > [l[Alenl® = 3N,

]

7.5. Megjegyzés. Tetsz A € C(H)-ra ha s,-ek az A szinguldris értékei (vagy
An-€k az A sajatértékei),akkor

m

ST <D IsklP VmeN,0<p<oo
k=1

k=1

Ahol az értélek nagysag szerint csokkendleg vannak rendezve és multiplicitdssal

véve.

7.6. Megjegyzés. F(H) véges rangi operatorok idedlja benne van Cy(H)-ban.
Egyszeriien véges indexig meqy az 6sszeq.

Konnyd latni, hogy F(H) C Co(H) siri is ebben a || ® |2 norma topoldgidban.
F,=> depy®@ep— Y Aer ®ep a | o2 normdban
k=1 k=1

7.7. Definicid (trace tipust vagy nyom-operator). Cy(H) jelolje azon A € B(H)-k

0sszesseqgét, amire
> {|Alen, €,) < 00

valamilyen e, O.N.Besetén.

7.8. Tétel. Legyen A € Cy(H) ekkor Y (Ae,, e,) abszolit konvergens Ve, O.N.Besetén.
Osszege fiiggetlen (e,,)-t6l és

Z | (Aen, en) | < Z (|Alen, en)
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Bizonyitds. A = U|A|-ra

X1 (ensea) | = X101k e) | = S {OVIAL Al ensen ) = S| (B Cer)

<Y IBellICenll < 3 IBenl /S IC7e?
—_——
1 Bll2
Igy az abszolit konvergencia rendben van. Tovabb4

< [1Bllz - [IC*ll2 = [IBllz - [|Clla < [[Bllz - [Ull2 - lly/[Alll2

———
> (1 Alen.en)

Es
Z (Aen, en) = Z (Be,,C*ey,) = ZZ (Ben, fm) {fm, Cen)

n m

Fubini hasznéalhatd, mert

ZZ| Bemfm <fm’0*€n |< ZZ| Bemfm | ZZ| emc*fm |_ ||B”2 ||C*H2

lgy
Z (Aen,en) = ZZ (Ben, fm) (fm,Cen) = Z Z (fm,C"en) (Bey, fm) = Z BC' fony fm)
Es egy harmadik bazissal BC visszacserélédik CB = A-ra. [

7.9. Allitds. F(H) ¢ Cy(H) C C(H), tetsz A € Cy(H) esetén A szinguldris
értékei 01 beliek

Bizonyitds. mint || e ||-nél. O
7.10. Allitas. T € C,(H) esetén T = AB megfeleld A, B € Co(H) esetén.

Bizonyitds. = irdnyt lattuk.
< Ehhez |T| = U*T = (U*A) B, ezzel végigszamolva j6 lesz. O

7.11. Definicié. Legyen A € C(H). Legyen Tr(A) =Y, (Aen, e,) (figgetlen e,
O.N.Budlasztdsdtdl) és ||Al|1 == Tr |A|-t a trace-normdnak hivjuk.
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7.12. Megjegyzés. A € C1(H) esetén || Ay > || A|| mert

(Alz,z) < [|AflL - V]le] =1

2
1Al = WAl =A< VAP <114l
———

poldr felbontds

sup< |A|z, |A\a;>
7.13. Tétel. C\(H) C B(H) egy *-idedl, amin az || e ||y norma. (Banach tér is

lesz, mert dudlis tere valaminek)

Bizonyitis. T € C1(H),X € B(H) =T = AB, A, B € Cy(H) és Cy ideal.
Miért norma, a linearitast nézzitkk: A, B € Cy(H)

A+B=W . (|A+ B|) megfelel6 W unitérrel
A+ B|=W*(A+ B) = W*XX' + WYY’
megfelelé X, X', Y, Y’ € Cy(H)-ra.

SV XX e ) | = 0 (X e X W) | < /3 X243 (0T e

Igy

> (|A+ Bley, en) < 00
azaz A+ B € C1(H)

Tr|A+B|l=TcrW*(A+B)=Tr WA+ Tt W*B
mert Tr linearis

=|TeWA+TeW*'B| < |Tr W*A| + | Tt W*B| < |[W*A|; +||W*B|x
<[w=l- Al

Mert, ha A € C1(H),T € B(H), akkor |TA||; < ||T|| - ||A||1. Ennek belatasahoz:
|TA| = UTW*| A

ITAL = 3 (XIAlen, ) = 5 ylAlen IAIX en < Iy Aleall2  I1y1A1X el
—_——

(IAlen en)
< VAT - X IALR = X AL < 171 Al
Ha ||Al1 — 0= || Al = 0. O
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7.14. Tétel. Cy(H) egy Hilbert tér az (A, B) = Tr(B*A) belsd szorzattal. Tr egy

linearis funkciondl.

Bizonyitds. A skalar szorzta jol definialt, mert két Cy(H) beli szorzata Cy(H) beli,

van Tr-e. Tr elsd valtozéban linearis, masodikban konjugdlt linearis.
(A, A) =Tr A*A = ||A]|5 >0

és csak akkor 0 ha A = 0.

Teljes erre a normara: legyen A, Cauchy sorozat || e ||o-re nézve.
DAy = Ap) fill* < €
K

és minden véges k indexhalmazra:

> (A = An) fill* < &

k végesre
Ez B(H)-ban is Cauchy, igy 3A € B(H) hogy A, — A szokésos norméaban, ekkor
pontonként is véges sok fi-ra, de e-ban egyenletesen. O]

7.15. Allitas. Tr AB = Tr BA teljestil minden A, B € Cy(H)-ra és A € C1(H),B €
B(H)-ra.

Bizonyitas.
> (ABey,en) =D (Bey, A%e,) =
Z Z <B€n7 fm) <fma A*en> \:/_/ Z Z <fma A*en> <Bena fm> =

Fubini ™ ™

SN (Afm.en) (en, B fn) =Y (Afm, B* f) = Tt BA

AeCy(H),BeB(H)ra A= XY ahol X,Y € Cy(H)

TrAB=Tr XYB=TrYBX =TrBXY =Tr BA

7.16. Tétel (Schatten). C(H)* = C1(H) vagyis VT € Cy(H) operdtorhoz az
fr(A) =TrTA AeC(H)

eqy korldtos lin funkciondl C(H)-n, tovdbbd a T — fr izometrikus izomorfizmusa
Ci(H)-nak C(H)*-ra.
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Bizonyitas. fr linearis, folytonos:

[fr(A)] =TeTA=Tr AT < [|[AT|, < [[A[[[[T]h = |[frll < [IT]h

1Tl =>_(ITlen, en) ~ Z (IT|en, en)
n=1
Py vetitsen a {ej,...eyx} altérre.

Tehat T'— fr linearis izometrikus izomorfizmus.

Kell minden funkcional ilyen. Legyen f € C(H)* = |f( )< 1IfIlllA]l Ha

A
~—
€C(H)

A € Cy(H) C C(H)-ra szoritkozok, akkor

[FA < IFITAL

Cy(H) egy Hilbert tér, ott van Riesz reprezentécids tétel, ezért létezik T € Cy(H)

hogy
f(A) =Tr AT VA€ Cy(H)

Kell, hogy T € Cy(H) is igaz (megj. C1(H) C Cy(H)) Véges ranguakkal approxi-
méalhatom T-t T = PyU*|T| segitségével.
gy f = fr Co(H)n egy T € C1(H)-ra, de Co(H) C C(H) stirti, igy

f=1fr
[l

7.17. Megjegyzés. Lehetne definidlni C,(H)-t is és dualitdsok is igazak C,(H)
és Cy(H) koztt.

7.18. Allitas (Schatten). B(H) = Cy(H)* az

A fa
fa:Ciy(H)— C
fa:T—TrAT(=TrTA)

izometrikus izomorfizmussal.
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Bizonyitds. Az hogy fa egy korlatos lin. funkciondlja C)(H )-nak a megfelel6 nor-
méaval (A € B(H)), az nem izgalmas.
Szirjektivitas: legyen f € Cy(H)*

B(z,y) = f(r®@vy)

Ez egy sesquilinearis korlatos forma H-n:

|B(z,y)| = flx@y) <[[fl| -z @yl <[l - [yl

Igy ez egy operdtorbél szarmazik: 3A € B(H) hogy

B(x,y) = (Ar,y) =TrA- 2@y = falr®y)
———
(Az)®y

Es a véges rangt operatorokat generaljdk az ilyen 1 rangtak. és F (H) stirt Cy(H)-
ban. =

8. 0 gyenge és eros topoldgia

8.1. Definicié. A T — /S ||Txz,|]? és T — /> (Txn,yn) ahol ¥ ||z,|* <

00, 3 ||ynll* < 00 T, yn € H szeminorma rendszerek dltal indukdlt lokdlisan konvex

vektortopologidkat o-erOs és o-gyenge topologidnak hivjuk.
8.2. Megjegyzés.
e [Erds operdtor topoldgia C o-erds (ha o-erdsben tart, akkor erdsben is).
e Gyenge operdtor topologia C o-gyenge.
e 0-gyenge C 0-erois.
8.3. Tétel. Legyen f lin. funkciondl B(H)-n, akkor a kovetkezdk ekvivalensek:
1. f o-erdsen folytonos
2. [ o-gyengén folytonos
3. 3T € C1(H) hogy f = fr azaz f(A) =Tr AT VA € B(H)
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Bizonyitds. (2) = (1) trivi
(3) = @
FA) = Tr AT

|T| =3 Anen ® e, egy O.N.B. T'= U|T| polaris felbontas.
Ty = \/)\nUen,Z |z |* < o0
Yn =/ )‘nenuz HynH2 < 00

> Az, yn) | < 1

ami
N <A\/7nUen, \/Een> = Ml (AUey, e0) | < 1
[ Tr AT| = | Te AU|T|| = [ M| (AUen, e0) || < 32 Aal (AUen, €0) | < 1

Vagyis f o-gyenge folytonos.
(1) = (3) Tegytik vel hogy f o-erésen folytonos. Elég egy x, rendszerrel
foglalkozni, mert véges sok {x,}* rendszert dssze tudok fésiilni egy rendszerré.

dx, € H hogy norma-négyzetiik szummabilis. Felteheto, hogy
DTz |* < 1= f(T) <1

atskalazassal.
(Txl,Txs,...)— f(T)

jol definialt, mert ha Tx; = Sx;, akkor
Y T = S)wn|* < e Ve = |f(T = S)| <eVe= f(T) = f(5)

Ez egy lin. funkciondl H* egy alterén és korlatos is. Ezért

[F(D)] < D 1 Tnlf?

Ez pedig a norma H“-n. Igy Hahn-Banach miatt kiterjesztheté H*-ra korlatos lin.
funkcionalla.
I

Es a Riesz miatt Jy, € H végtelen sorozat, hogy 3 lyn||* < oo és

f(A) = Z (ATn,yn) YA € B(H)

n
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Legyen e, O.N.B

B ::an@{)en,C’: Zyn@)en € Cy(H)

ezzel
f(A)=TrC*"AB=TrABC* VYA€ B(H)
——
C1(H)
ugy valasztottuk. O

8.4. Tétel (Neumann dupla kommutans tétel kiterjesztése). Legyen A C B(H) az

I-t tartalmazo rész *-algebra. Ekkor A lezdrtja a o-erds vagy o-gyenge topologiaban

A”.

Bizonyitds. Mivel A konvex halmaz és a funkciondlok ugyan azok, ezért A~ =
A’ (Hahn-Banach elvilasztési alakja).

A kommutans zart a o-erés operator topoldgiaban
T,A= AT, VA
T.3T=T,>T

Ebbol TA = AT VA.

A C A" stirti o-gyenge értelemben.
A
PA s ( § ) € B(H)

Itt p(A”) = p(A)". Ha A € A" = ¢p(A) € p(A)" = p(A) € p(A) a Neumann
dupla kommutans miatt.
Ekkor tetsz6leges z,, € H vektorokra hogy 3 ||z,]|* < co 3T € A hogy

() ()

S Az, — T, ||* < e

<e€

azaz

azaz A € A7 Es A" ¢ A" ¢ A”. Vagyis A" o-erés zart és tartalmazza
A-t. O

8.5. Tétel (Dixmier). Minden Neumann algebra egy Banach-tér dudlis terével

izometrikusan izomorf.
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Bizonyitis. A C B(H) Neumann algebra.
K={TeCi(H)|TtTA=0VYAc A
Az A "annihilatora'. K C Cy(H) zart altér.
7, o T, A~ T T A = | Te(T, — T)A| < ||Th — T || Al — 0

Belatjuk, hogy A= (C1(H)/K)*.
A€ Ara
fA : [T]K — TrTA T ¢ Cl(H)
jol definiélt linedris funkcionalja Cy(H)/K-nek. korlatos: [T] = [S] két reprezen-
tansra

| T TA| = [Te SA| < [[S]1[| Al

infimumot véve S € [T]-re

£ < TN Al

vagyis || fall < ||A|| és egyeldség is teljestil. Emlékeztetéul: |1y < 1 = ||[T]]: <
1.

Tehat A — fa egy linearis A — (C1(H)/K)* izometria.

Meg kell mutatni, hogy ez "-ra'. Legyen f € (C1(H)/K)*.

T~ [T]— f([T])
Ez korlatos lin. funkciondl. Erre 3A € B(H) hogy
f([T)) =Tr AT VT € Cy(H)

és nulla ha T € K. Ha T olyan hogy Tr7TX = 0 minden X € A-ra, akkor
TrTA=0.

Minden olyan o-erésen folytonos lin. funkcionalja B(H )-nak, ami eltiinik .4-n
az eltiinik A elemen is. Ekkor A € A" = A. Tehéat f = fa. O

8.6. Megjegyzés. Krein Millman konvex burkos tétel miatt C(H) nem dudlis tere
semminek sem.

Sét, Sakai: Naumann algebra = eqy B(H) dudlis tere.
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9. L™ fiiggvénykalkulus

Ez t6bb, mint a korlatos mérhetd fiiggvénykalkukus.

9.1. Tétel. Legyen (X, A, u) véges mértéktér. Ekkor f € L>(u)-re
[ My € B(L*(n)

Egy izometrikus *-algebra izomorfizmusa L°°-nak a B(IL?)-nek egy mazimdlis kom-

mutativ rész Neumann algebrdjdra.

Bizonyitds. A Neumann-tulajdonsiagot nem kell hangsilyozni, az a maximalitasbél
kijon.

Meg fogjuk mutatni, hogy {My|f € L>*} egyenl6 a kommuténsaval.

Az, hogy egy ilyen szorzas kommutator felcserélheté minden ilyennel, az trivi.

Vegyiink egy T operatort, ami minden ilyen szorzassal felcserélhetd.
TMy=M/T VfelL>™
Legyen g € S egyszeri fiiggvény.
b:g— (Tg,1)

konstans 1 fiiggvénnyel vett skalarszorzat. Ez egy korlatos lin. funkciondl az || e ||;

g=2ylgl /1l
e

normara nézve.

N——
g1

[(T(9201), 1) | = [{T'Mg,91,1) | = | (Mg, T, 1) | =

= [{Tg1,92) [ < T |92l g2l
~——— —

gl

Az egyszer(i fiiggvények stirtin vannak L®-ben. Igy egyértelmiien kiterjed f az
Le°-re.
(Tg,1) = /fgdu = (Myg,1) Vg€ S
9,9 € S-re
(Tg,q') = (Tgg',1) = (My(99), 1) = (Myg,9)

mert T felcserélhet6 minden szorzas operatorral.
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Es az egyszer(i fiiggvények stirtiek L2-ben is.
{My} = {M;}
Maximalis? Ha {M;} C A egy kommutativ Naumann albegraban, akkor
AC A C{My} = {M;}
Vagyis igen, maximalis. O]

9.2. Tétel. Legyen X kompakt Hausdorff tér, p véges reqularis Borel mérték X -en.
Ekkor

{Mylp € C(X)} C {My|p € L™}
strd a gyenge operdtor topoldgidban. (ekkor erdsben is, mert konvex halmaz).
Bizonyitas. Belatjuk, hogy

{M,} C {My}

azaz ha valami ez 0sszes folytonos fliggvénnyel felcserélheto, akkor 6 egy L™ fiigg-
vénnyel valé szorzas operator.

Ugyanaz, mint elébb, de g folytonos, nem egyszerii fv.
Ekkor

{My}y c {My}" C{M,}" = (M}

Naumann dupla kommutéans

O

9.3. Definicid. Legyen A C B(H) rész algebra. Azt mondjuk, hogy x € H (topo-
légikusan) ciklikus vektora A-nak. ha

Av=H

szeparabilis vektor, ha
Ac A Ar=0=A=0

9.4. Megjegyzés. Ha A C B(H) kommutativ rész algebra, akkor minden ciklikus

vektor szepardl.

Bizonyitds. Ha Av =0=TAx =0Vl € A= A =0 mert Tz stirh H-ban. [
ATz
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9.5. Definici6. Generalt Neumann algebra: egy adott operdtoregyiittest tartalma-

20 legsziikebb Neumann algebra. jele: W*.

9.6. Megjegyzés. Ha A € B(H), akkor W*(A) = C*(A)’
Ha A € B(H) normadlis, akkor W* = {A}". (ez kommutativ lesz)

9.7. Tétel. Legyen N € B(H) normdlis és t.f.h W*(N)-nak van ciklikus vektora.
Ekkor 3u reguldris Borel mérték o(N)-n (melyre nemiires nyilt halmaz mértéke
pozitiv) és U : H v 1L?(u) unitér, ekkor

F(N)=U"MU  f € L>(u)

eqy izometrikus *-algebra izomorfizmusa 1L°°(u)-nek W*(N)-re, ami a folytonos
fiigguénykalkukus kiterjesztése. (Spec. N = U~ MyU)

Bizonyitds. x ciklikus vektora W*(INV)-nek.
U:f—=f(N)xe H feC(o(N))

= (E(e)x,x)
Ezen mérték szerint

[P = 11513

sVl = ([ £aBya, ([ FaB)) = ([ fFdB).w) = [17F duee = 1113

Vagyis U unitér lin. traf6. (mert normatartdsbdl komplex téren a skaldrszor-
zat tartas is kovetekezik) C(o(N))-rél C*(N)z-re. C(o(N)) C L2*(u) stird és
C*(N)x C W*(N)x C H sirt.

gy U egyértelmiien kiterjeszthets U : L2(u) — H unitér trafova.

f=U"'MU
ha f € C(c(N)), akkor

(UM;U) g (N)z=UM; Ug(N)z = (fg)(N) =

————
€C(a(N)) g F(N)g(N)

ley UM U1 = f(N) ha f folytonos. Tehdt valoban a folytonos fiiggvénykalkulus

kiterjesztése.

66



Izometrikus *-izomorfizmus is, mert My az volt.
Mi a kép? Sziirjektiv-e?

{UT'M;U|f € C(o(N))} = U {M;|f € C(a(N))}U = C*(N)
mert ez ekkor pont a folytonos fliggvénykalkukus. Veszem a dupla kommutansat:

UH{M;|f € C(a(N)}'U = W*(N)

=U {My|f e Clo(N)} U
{My|feLee (1)}
A nem iires nyilt halmazok mértéke: legyen G C o(N) nem fiires, nyilt. 3f €
C(o(N)) hogy supp(f) C G és 0 < f < xg. Erre ha

IF )zl [ 17 dptea = 0

lenne, akkor
f(N)x=0= f(N)=0

mert x ciklikus, igy f =0 4. [
9.8. Megjegyzés. Ha W*(N)-nek van ciklikus vektora, akkor H szeparabilitds.
Bizonyitds. W*(N)z stirli H-ban, de ebben stirti C*(N)x, abban meg a polinomok
stirtiek, azok megszamlalhat6 béazistak (raciondlis egytitthatés polinomok). 4 [
9.9. Tétel. A Neumann algebra eqységgombje kompakt a gyenge operdtor topolo-
giaban.
Bizonyitas.

A€ A2 ((Az, )l w1

Két valtozos funkcionalnak tekintjik A-t gyenge operator top. <> pontonkénti
konvergencia

((Az, y))ja i< € DI
Tikhonov (Tychonoff) kompaktségi tétel miatt ez kompakt tér.

Ekkor ebben zért ez a halmaz, mert A, esetén:

(Ao, y) 2 B(@,y)
Va,y

B egy sesquilinedris forma és korldtos. Igy van hozzd A operdtor, amivel vald
skaldrszorzat a B. (hasonl6, mint Banach—Alaoglu) O

67



9.10. Tétel. Legyen H szeparabilitis H-tér, A C B(H) az I-t tartalmazé kommu-

tativ rész *-algebra. Ekkor van A-nak szepardlo vektora.

Bizonyitds. v € H Az Tekintsiik ilyenek egy maximdlis paronként ortogonélis
rendszerét.
y LAz = Ay L Az

(Ay, A'z) = <y,A*A/x> VA, A e A

Ezek generdljak H-t, ezért megszamlalhaté sok van beldliik. Kapesolodo x-ek: x,

egységvektorok, =, € Az, miatt z, L x,,
1

1
OzAz:Z— Az, = Az,=0Vn=
n N~
ortogonalis

TAz, =0VT e A

kommutativitas miatt
ATz, =0 VI e A

18y

O

9.11. Lemma. Legyen A C B(H) rész *-algebra, x € H szeparald vektor. Tekint-
siik az M == Ax zdrt alteret. M irreducibilis altere A-nak.
Az
A Al

transzformdcid eqy izometrikus *-algebra izomorfizmus (A — B(M)). Es spektru-

mot megorzi.

Bizonyitds. A trafé injektiv.

A spektrummal:

spektrumsziikités miatt. O
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9.12. Tétel. Legyen N normdlis operator a H szeparabilitas Hilbert téren. Ekkor
Ju véges Borel mérték (requldris) o(N)-en, melynél nem dires nyilt mértéke pozitiv
és izometrikus *-algebra izomorfizmus L>°(u) és W*(N) kozott, ami a folytonos

fugguénykalkukus kiterjesztése.

Bizonyitis. W*(N)-nek van szepardlé vektora x € H. Legyen M = W*(N)x
Tekintsiik W*(N)|,,-et. Ennek lesz ciklikus vektora (z). Igy W*(N) = W*(N)|,,
(el6z6 lemma)
Kell

W*(N)|M =W (N|M)

és akkor hasznalhato a tétel.
PN, N*) |y = p(Nly Ny
polinomokra.
C*(N)|y © CF(Nly) CWH(N]y)

Lemma miatt Igy

W= (N)|y €W (Ny)
A mésik irdny1 tartalmazéas: (W*(N|,,)),-ban C*(N|,,): er6sen siirtin van (Kap-

lansky). Ami pedig (C*(N)l,,),, ami benne van (W*(N)|,,):1-ben.

W (Ny)i € (W N = (W (W aly)

Ez utébbi gyenge kompakt is, mert mindegy hogy erds vagy gyengén zarom le.

A Al,, gyengén folytonos. Igy nem kell lezarni
= W*(N )1‘M
lgy
WH(N1y) € WHN)|y
a megszorités izometrikus izomorfizmus, igy
W*(N)|yy = W*(N|,,) < L=(0(N),a N|,,-hez gyartott mérték)
Van ciklikus vektor (z). A leképezés az f+ U~ 'M;U

f(N) < f(N)|y, = f(N|,,) < f [ folytonos
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10. Kommutativ Neumann algebrak
10.1. Feladat. Legyen X komplex vektortér, () : X — C kvadratikus alak
Q(Az) = [AQ(x)

Pontosan akkor 3B : X x X — C sesquilinedris forma, hogy B(z,z) = Q(z) Vz,
ha

Qr+y)+Q(xr —y) =2Q(x) +2Q(y) Vz,y

Bizonyitas.

Blr,y) = QU +9) + Qr — ) +i(Qx + i) — Qlx — i)
O

10.1. Tétel. Legyen A C B(H) kommutativ Neumann-algebra. Ekkor A struktira
tere Stone-tér, azaz olyan kompakt Hausdorff tér, amiben nyilt halmaz lezdrtja is

nyilt.
Bizonyitds. U C A nyilt halmaz
F=A{f: A 0, 1]| f folytonos, f|,; = 0}

A <-el irdnyitott halmaz.
Arra hajtunk, hogy : Folytonos fiiggvény <+ operator A-bol <+ kvadratikus
alak

[ = Qf

és a rendezést is megorzi. Fiiggvényekbél pontonkénti <, operatoroknal pozitiv
szemidefinit-ség, kvadratikus alakoknal pontonkénti egyenlGtlenség.
Ezek a kvadratikus formak tudjak a parallelogramma azonossagot, mert ses-

quilinearis formakbdl jonnek (Ay).
{Qy}ser nett, monoton névé

Igy Q 7 — Qo pontonként konvergdl a pontonkénti szuprémumhoz (f € F). Q) is

tudni fogja a parallelogramma azonossagot. Igy Qy is el6all sesquilineéris formabol.
0<Qs(x,2) <||z|® Vxe H
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Igy Qo-ra is megvan ez a korlat, és

Qo(z,z) = (Agz, )

valamilyen Ay € B(H)-ra Ekkor Ay = Ay is igaz, és Ay € A, mert A gyenge-zart.
Tehat ezen Ag-hoz létezik egy fy fiiggvény. Ez az fy a szuprémuma lesz az
f € F fuggvényrendszernek.
Erre az fo-ra belathat6, hogy fy egy kell legyen U-n kiviil, de 0 kell legyen U-n.

fgy
fo= XTe

ami csak 1gy folytonos, ha U zart és nyilt is. [

Megjegyzés: ez a tér valamilyen szétes§ Stone tér (van nyilt-zart bazisa).

10.2. Lemma. Legyenek P, € B(H) (n € N) kommutald projekcick.
1
A=> —P,
w 3"
Ekkor
C*(A) = C*({Pn}neN)
A=
Bizonyitds. A C tartalmazas trivi.
A-t beazonositom a A-en folytonos fiiggvényekkel. Akkor C* (A) <> ezen foly-
tonos fliggvények részalgebrajaval.

A projekcidkhoz yp, tartoznak valamilyen F, C A nyflt-zart halmazokkal.
Ekkor

1
Ao Z 3_nXF"
Ezeknek az a tulajdonsaguk, hogy ha két helyen megegyezik két fiiggvényérték,

akkor minden tag a szummaban is egyenlo kell legyen.
1 1
> 30 XEn t)=> 3—nXFn(3) = Xr,(t) = X£,(s) Vn

Mert a karakterisztikus fiiggvények értékkészlete [0, 1].
Ezért A szeparal! és C*({P,}) tartalmazza 1-et.
Igy Stone Weierstrass miatt C*(A) = C*({P,}). O
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10.3. Kovetkezmény. W*(A) = W*({P,})

10.4. Lemma. Ha H szeparabilitas Hilbert tér, akkor B(H) (zdrt) egységgombje

az eros operdtor topologiaban metrizalhato és szeparabilis.

Bizonyitds. Legyen {x,} stiri halmaz H egységgémbjében.

1 [(A = Blan||
211+ [[(A+ B)a,||

dist(A, B) =)

n

A, WA A g, — Ax; VieN

Ami pedig ekvivalens azzal, hogy
A, S A

Ez nyilvan metrika, ez konnyt.
Szeparébilitas: Legyen A € B(H) hogy ||A|| < 1. e, O.N.B, P, := projekci6 az
els6 n bazisvektorra. Ekkor P, = I
PA 3 A

~——
véges rangi

=1

Legyen {z,} stirti halmaz H-ban. Ekkor }" x; ® y; & 3 2 ® z; operator normaban.

® <1
1> 2 @ 2 | <

megszamlilhato sok operdtor az egységgémbben

Vagyis akdrmilyen egynél kisebb norméjia A-t meg tudok kozeliteni ilyen véges
ranguakkal.
Egy 1 norméjit is meg tudok igy kozeliteni. Igy ezek siirfien vannak a zart

egységgombben az erds topologia szerint. O]

10.5. Tétel. Legyen H szeparabilitas Hilbert tér, A € B(H) kommutativ Neumann-
algebra. Ekkor 3A € A énadjungdlt, hogy W*(A) = A.
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Bizonyitds. A egységgdémbje szeparabilis az erés operator topologiaban. Az A-beli
projekciok P halmaza szintén szeparabilis (az erés operator topolégidban). Ekkor
T € A esetén

r+r1 T-1T
= +Z

2 21
——
onadjungilt

T e A,

onadjungaltakat lehet operdtor norma topoldgiaban kozeliteni Y- \;Q); alakban,
ahol Q; spektral projekcié. Igy T kozelithetd erds operdtor topolégidban S°~, P,
alakban.
ErreA:W({Pn}):W(\fL) O
2 gwbn
10.6. Megjegyzés. C*-ra nem igaz.

10.7. K6vetkezmény. Ha H szeparabilitis Hilbert tér, A C B(H) kommutativ
Neumann-algebra, akkor A izometrikusan *-izomorf a szdmegyenes eqy kompakt
részhalmazdan vett véges Borel mértékhez tartozo 1L™° térrel.
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