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1. Linearis algebra formalizmus

Ebben a fejezetben bevezetiink egy vektor-matrix formalizmust a polinomok
kezelésére.
Egy n-ed foka p(z) polinom értékét felfoghatjuk két, R""1-beli vektor

skalarszorzataként:

p(z)=p-z,

Po 1
po+p1x+p2x2+...+pnx"=<<z>,<;>>- (1)
Pn ™

flymédon a polinomot egy p € R vektor jellemez (z,, egy szimbdlum,
nem adat, az indexe pedig a fokszdmot jeloli). Egy vektor egyértelmiien
megad egy polinomot, de egy polinom nem hataroz meg egyértelmiien egy
vektort, mert izlés szerint 0 koordinatdkat flizhetiink annak végére. Most-
tantol minden p(z) € R,[z] polinomot egyiitt kezeliink a p € R™*! vektor
megfelel6jével (feltessziik, hogy deg(p) teljes, vagyis nincs p végén 0 elem).

Két polinomot 0ssszeadhatunk az 6ket reprezentald vektorok segitségével:
p(x) +q(x) = (p+ q) - z. Ha nem egyenld fokszamiak, akkor a rovidebbik
vektor végére 0-kat fiiziink. Polinomokat szorozni is tudunk. Adott p(z) €
R, [z] polinomhoz definidlunk egy szorzé matrixot, ami a p(z) polinommal

valé szorzast végzi el.

p(x) = po + prx + pax® + ... + pua”
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l+1 darab példdnya p-nek



fgy barmilyen b(z) € R;[z] polinomot reprezentélé b € R vektorra a
Di(p) - b € R™MFL vektor a p(z) - b(x) polinomot reprezentdlja. A Dy(p)
matrix aljara tetszoleges szamu 0 sorokat flizhetiink és annyiszor rakjuk bele
a p vektort, amekkora polinomot akarunk szorozni vele. Ugyanakkor egy
szorzé matrix elsé oszlopabdl kiolvashatd, hogy milyen polinommal szoroz,
igy egy polinom egy matrixszal is reprezentalhato.

Matrix formalizmussal: legyen N egy nagy természetes szam (aminél na-
gyobb foku polinom biztosan nem fordul el6 a szamolasainkban) és Ry[z] 5
p(z) < p € RV polinom legyen megfeleltetve Dy (p) matrixnak.

Lehet négyzetes matrix-reprezentéciét is adni, ezt yD(p)-vel jeloljik.

Po

b1 p
o) = € RIMHDxe)

Pn o Do

Igy a xD(p) € RV+DX(N+D) matrixok kommutativ gytiriit alkotnak.
Ez nem més, mint az Ry[x] egy bijektiv reprezentécidja.

Megjegyezziik azt is, hogy rank(D,;(p)) = [+1 barmilyen nem 0 polinomot
is jelol p, mivel az Im(D;(p)) képtér a <p(x), x-p(z),... 2! p(a:)> polinomok
linedrisan generélt terének felel meg. Valamint yD(p), ha egy polinomot
(métrixot) balrdl szoroz, akkor nem csokkenti annak rangjat, amennyiben az

eredményiil kapott polinom foka nem haladja meg az N-et.

2. A feladat kituzése

Az algebra alaptételébél tudjuk, hogy minden (egy féegyttthatds) p(x) €
Ry |[z] polinom a kovetkezd alakban faktorizalhaté R felett:

pe) ==y I (0 =a)+e)” 3)

ahol v; > 0,v; > 0,2, e Ryz; e R, N = Zf;l v; + Z?:kud 2v;, ¢; > 0 és -k

mind kiilénbéznek az els6 csoportban és (x;, ¢;)-k mind kiilénboznek a ma-
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sodik csoportban. Hogy értelme legyen parcidlis tortekre bontani, feltessziik
k > 2-t.

Kicsit egyszertisitsiink a jelolésen.

- Ipita) (@

ahol p;-k R felett irreducibilis polinomok, mind paronként relativ primek.
Hasznaljuk azt a jelolést is, hogy
v;  ha p; linearis

2v;  ha p; mésodfoki (nincs valés gyoke)

fgy N = % | ji;. Tovabba legyen Pi(x) := p;(x)", ezzel

plx) =[] Pita) (6)

ahol P;-k rendre p;-ed fokd polinomok, és semelyik ketté sem tartalmaz kozos
faktorokat (és feltettiik, hogy minden féegyiitthaté 1).
A parcidlis tortekre bontdst a kozetkez6 alakban fogjuk keresni (azért,

hogy egy éltalanos racionalis tortfiiggvény primitiv fiiggvényét megkapjuk):
V’ +al,
,ul ]
Z Z I/,L—V—‘,-l Z Z 1/] u+1 (7)
i=1v= 1p1 ]k;/_i,_]_ulpj

Lényegében egy a € RY vektort keresiink, ahol a kévetkezd egyiitthatok

olvashatodak ki:

linedris tagok maésodfoku tagok
T_ 1.1 1,2 2 2 K J J
a4 = 0105 Oy Q1A - Oy Uy ...,anam...a 1al,]Q,...
v1 darab vo darab 2Xv; darab

Szorozzuk be (7)-t p(z)-el és hasznaljuk hozza a kovetkezd jelolést:

10 < .
it
o z:l ( Vz: a,pi(x ) + 4_2; (pj(x) Jz_:l (ozfl1 + afﬂ : ;p) pj(x)u) 9)



A fenti egyenléség, mar polinomok egyenlésége, ezt fogjuk a fenti formaliz-
mussal egy linearis egyenletrendszerré alakitani, majd egyiitthato-

matrixszardl belatjuk, hogy invertalhato.

3. A LER felépitése

Foglalkozzunk el6szor egy darab (multiplicitdsokkal rendelkezé) faktorral,

vagyis egy darab p;(x) hatvanyaival.

Tegyiik fel, hogy p; linedris, ekkor "' alp;(x)” nem méas, mint az
1, pi(x), pi(x)?, ..., pi(x)"~! polinomok egy linearis kombindcidja. MAtrix
formalizmussal:
L pi p® - p¥!
1] x| % * al
0] 1] = * ab
0] 1 * :
al,
0010 1

A féatloban v; darab egyes all, mert egy x — x; alakd polinomnak a hatvanyai
rendre 0, 1,...,1; —1 foku, egy foegytitthatoju polinomok. p; hatvanyai alatt
a p; polinom hatvanyait reprezentalé vektorokat értjiik, szamolhatjuk a fent
emlitett ,,_1D(p;) matrix hatvinyozasaval is. Lathaté, hogy a fenti matrix
invertdlhaté v; X v;-es, ami egyben p; X p-es, mert p; els6 foku volt, lasd (5)
jelolést.

Léassuk most a masodfokuakat, a Z;’;l (afL1 + aﬁ 5 - x) p;(x)* polinomot.
Ez nem més, mint az 1,z,p;(x),z - pj(x), p;(x)?, z - p;(x)?, ..., pi(x)" Lz -

pj(x)"~! polinomok egy linedris kombindcidja.



1 T p] T - pj Ce p].”j_l T - p]-”j_l
0] * 0 * 0 al,
0] 1] % * * * aly
01 * * * :
1 * *
J
%jl
J
1 aujZ
0 0 1

Itt a blokkok kettesével jonnek, mert a hatvinyozds sordn p; foka kettét né,
de van kozte egy x szorzo beiktatva. Lathato hogy a fenti matrix invertalhato
és (2v;) x (2v;)-s, ami p; x p;-es, megint hasznalva (5) jelolést.

Nevezziik el a fenti abrdkon lathaté matrixokat: A; € SLg(u;), i =1...k,
most mar linearis és masodfokt mind egyiitt van kezelve. A;-ket még szorozni

kell p;-vel, igy adjdk ki a (9) képlet jobb oldalét:

[Dy—1(p1)] -+ - | Dpp—1(pr)] - diag{ A1, ... Ax}-a = (1,0, .. 0)" (10)
B A [

egyenlet megoldésat keressiik. Lathato, hogy barmilyen e € RY vektort is

irhatnank a jobb oldalra, vagyis barmilyen ¢(x) € Ry_1[x] polinom is lehetett

1
p(x)
Vizsgdljuk még (10) képletet. D, _1(p;) € RY*# mert p; fokszdma N —p;

volna szamlalojaban.
(elevenitstk fel (2) képletet). Ugyanakkor A; is p; X v4-es, ezért szorozhatéak.
Az A matrix blokk-felsoharomszog alakt, csupa egyessel a féatloban, mig B

egymés mellé rakott sav szerkezet(i matrixokbél all, B € RN*(ttmr) —
]RN XN

4. A bizonyitas

Eddig a (7) feladatot ekvivalensen megfogalmaztuk B-A-a = e alakban a fent
megkonstrualt matrixok és vektorok segitéségvel. A-rdl trividlisan lattuk,
hogy invertalhatd, nem maradt mas héatra, mint hogy belassuk, det(B) #
0 < rank(B) = N.
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1. dbra. A B - A szorzat strukturdja

4.1. Tétel. Ha egy p(z) € Ry[z] polinomot a (3) alakban faktorizdlunk,
majd a faktorokbol megkonstrudljuk B mdtrizot, akkor B determindnsa nem
0.

Kévetkezésképp (7) egyenletnek 3la € RY megolddsa barmilyen q(x) € Ry _4[z]

szamlalo is dlljon a bal oldalon.
Allitasunk ekvivalens azzal, hogy

(pr(e). - pr(@), o pa(@), . opal@), 2 () = Ryvafa].
Epitsiik fel B matrixot 1épésenként és lassuk, hogy a rang teljes marad.

By := [Dyyy1(P2)| Dypy 1 (P1)]

El6szor lassuk, hogy B teljes rangu (k > 2 miatt By értelmes). rank(By) >
1, ezt Dy, _1(P») biztositja.



Teljes rang azt jelenti, hogy egyik oszlopa sem allithato el6 a tobbi lineéris
kombinaciéjaval. Eloszor nézziik meg, hogy a p1 + 1-edik oszlop eléallithato-e

a megeldzoekkel.

(Pa(x), 2 Po(x),...a" ' Py(w)) = (Lo, o) Py(a) = (11)
Ry, —1[z] - P () (12)

de
Py(x) & Ry, —a[z] - Pa(x) (13)

mert P, nem tartalmazza P,-t mint faktor és Py(z) ¢ R, _1][z]. Tehat
rank(By) > pq + 1.

A tobbi oszlop eléallithatosagat is megvizsgaljuk. Vegyiik az oszlopokat
| = 1...poig. Tegyiik fel indirekt, hogy 2!~ - Pi(z) = qu,_1(z) - Pa(z) +
q—2(x) - Pi(x) valamilyen ¢,,_; € R, _1[z] ill. ¢_2 € R;_5[z] polinomokra

(ez pont az 1...(uy + 1 — 1) oszlopok linear kombinacidja).
27 Py() = gy (2) - Po(@) + qia(2) - Pi(2) (14)
)

('~ 4a(2)) Pi(2) = g (2) - Po(e) (15)

ER;_1[z]CRyy—1[2]

A két oldal nem lehet egyenld, mert P;(z) és Py(z)-ben nincsenek kozos fak-
torok és egy alacsonyabb fokd nem tud egy egyel magasabb fokit generalni.

Most gy bovitjiik Bs-t, hogy

Bn+1 = [NID(Pn+1) - B,

Dyt (11740 | (16)

i=1
Magyaran mindent beszorzunk az 1j polinommal és mogé hozzavesszilk az

eddigiek szorzatat (az j nélkil). Ezzel pont B-t allitjuk el6:

Dun—l( 11 H(m))

i=1..n—1

B, = D,“_1< I1 Pi(:v)>|...DM_1 I1 22|

1=2...n i=1...n
1#£l

aholn=2...k és B, = B.



Lassuk, hogy a (16) konstrukciéval minden 1épésben p,11-el né a rang.
Indirekt tegyiik fel, hogy nem né valahol a rang, vagyis az n+ 1-edik blokk (-
edik oszlopa el6all y_1D(P,1)- B, oszlopainak és az n+1-edik blokk 1. .. (I—

1) oszlopainak linedr kombinaciojaként.



Vagyis

qm—l(x) : H Pi(x)+...+

i=2..n+1

Qu—1() - H Pi(x)+...+
i:1i.¥7+1

Gun—1(z) - [[  Pilx)+
i=1...n+1
q-2() - H Py(x)
i=1...n
valamilyen ¢, € R,[z] polinomokra. Vigyiik 4t a jobb oldakrél az utolsd
tagot.

ER; 1 [$]§Ry‘n+1 -1 [1’}

(mlfl _ ql72<$)) 3 Pi(z) =

- Pl )

A nagy zaréjel belsejében nem jelenik meg a teljes [1,_; ,, Pi(x) csak hidnyos
faktorokkal és az egyes tagokban amelyik faktor hianyzik, annal egyel ala-
csonyabb rendii ¢ polinommal van szorozva. Tovabbra is kihasznaljuk, hogy
P;-k paronként relativ primek, igy ez az egyenl6ség nem johet 1étre.

Egyben azt is belattuk, hogy barmilyen P;(z) € R, [z],i=1...k paron-

ként relativ prim polinomokra, ahol p; > 0 és > pu; = N:

@&Huwﬂa@»HmzRMmﬂ 0
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