11. feladatsor - Megoldasok
Matematika A1l

1. Szamitsuk ki az f(z) = = + 1 fiiggvényhez, a [0, 1] intervallum ® = {0, 1 3 2, 4, 1} felosztasahoz és az

c= (i, %, % %) reprezentansrendszerhez tartozo integralkozelits Gsszeget!

1 1 2 1 1 2 3 1 4 3 91
Megoldas: Ip .= (= +1)(= — —+1)(=—= -+ 1)(-—-= - +1)(1—--)=—
egoldas: In.c = (7 +1)(5 —0)+ (Z +1)(5 —5) + (G + 1§ —5) + (5 + 11— ) = =
2. Keressiik meg azokat a ¢ szamokat, amelyek kielégitik a megadott fliggvényre és intervallumra vonat-

koz6 integral-kozépértéktételt!

a) f@) =32  [-4,-1] b) fla)= —

cos? x

Megoldas: Mindkét részben olyan ¢ szamot keresiink, hogy f(c

-1
a) f(c)=3c* = %(74)/_4 32% do = % [mﬂii = é(—l—(—64)) =2l =22 =7T=c=+7
= Ezek koziil ¢ = —/7 esik a széban forg6 intervallumba.
b) f(e) = L1 /Z ! da?:é[tgx}%zé(l—()):é:>COSQC:£:>COSC=
cos?x  §—0 cos?x s O T g ™ 4

N

:l:g == Most olyan c kell, ami a [0, | intervallumban van, igy ¢ = arccos %-.

3. a) Legyen f > 0 differencialhato konvex fiiggvény [a, b]-n. Bizonyitsuk be geometriailag, hogy
b
bma- (S5 < [ s 0o ZELELO)

2
(Minek a teriilete a bal-, illetve jobb oldali kifejezés?)

2
b) Az a) rész segitségével adjunk also és fels6 becslést az / ———— dx integralra!
) ) gitség j N g

Megoldas:
e A jobb oldali kifejezés annak a trapéznak a teriilete, aminek oldalai az x tengely, az x = a és
x = b egyenesek, és a grafikon a és b-hez tartozd pontjait 6sszekots egyenes. Mivel f konvex, ezért
ez nagyobb vagy egyenl$ az f alatti teriiletnél. A bal oldali kifejezés pedig annak a trapéznak a
teriilete, amelynek oldalai x tengely, az © = a és x = b egyenesek, és a grafikonhoz hizott érinté

a+b
egyenese az pontban. Mivel f kovex, ezért ez kisebb vagy egyenld az f alatti teriiltenél.

e Az a) rész képletében most a =1, b =2, f(x) = ﬁ, igy az also és fels§ becslések:

1 142 FO+f2) At 11
1+ (3)3 (2_1”( ) /\/1+x3 7S Qo) T T = T2 6

4. (Gy) Szamitsuk ki az alabbi hatarozott integralokat!
4

2 2
1 e’ —1
% — )
a) / x P dz b) /ew—i—ldx c) /|3x(a: )| dx
1 0 41
1

d) jarccos:v dz e) /\3/56‘7”2 dz (1) f) / V1 —cosz dz

-1 —m/3

Megoldas:

4 4 174
1 _3 5 X2 2 2

Tu—-1 1
/U7 - — du = *
u+1 u

2
b) e* = u <= z = Inu helyettesitéssel dz = -+ du igy / ¢
er

0

+
0
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u=1 _ A B_AutBu+B_ wu:l=A+ B:>A—ZB_—1*_/ 2
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c) Az integralasi tartomanyt szét kell valasztani aszerint, hogy az integrandusban az abszolit értéken
beliil milyen el6jeld érték van. 3z(z —2) > 0 <= = > 2 vagy = < 0, igy /|3:r(:1: —2)| dx =
Z1

2

0 2 0
|3m(x—2)\dx+/|3x(a:—2|da::/ (x —2) da;—i—/—S (x —2) /3952—6xdac+
0 41 0 1

—32% 4+ 6z do = [2° — 3902](11 + [-2® + 33:2}(2) ={0-(-4)}+{4-0} =8

O\M "—‘\o

1 1
1
d) Parcialisan integralva: /1 -arccos @ dx = [z - arccos z]' | — /x . <> dz =
—1 1

= (1-arccos1 — (—1)arccos(—1)) —

DN | =

/1(—2:5)(1 —2?) i dr =

171
=0+7r—;{(1‘”fz)2} —7—(0—-0)=
-1

3
e) / \3/%6“2 dx = 1, hiszen az integrandus paratkan fiiggvény, és igy a 0-ra szimmetrikus intervallu-

mon 0 az integralja (mert grafikonja kozéppontosan szimmetrikus az origora).

w/2 /2 /2
1—
f) sin? g = %, igy / V1—cosz dz = / \/2sin’ g dz = / V2| sin g| dz =(szétvalasztva
—m/3 —m/3 —m/3

aszerint, hogy az abszolut értéken beiil pozitiv vagy negativ érték van)= f \f —sin §) dz +
—m/3
/2

x x 77/
Ik \/isinﬁ dr = {\/ﬁwsﬂo /3+[— 2C025}0 2:2\/5{(:050—(:05 (—%)}+2\/§{—cos (%)—l—cosO}:
O T

1
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2v2(1 — 1) +2v2(— +1)73\ff2

5. (Gy) Milyen alakt elemi tortfiiggvényekre lehet felbontani az alabbi raciondlis tortfiiggvényeket?
(Nem kell kiszamitani az egyiitthatokat!)

x® +3 T 42 1
a) ———g = b) —————v ¢) —5 g
(x 4+ 1)%(z — 3) x(x? + 22 + 2)2 (22 —9)2
Megoldas:
2) z?+3 A n B n c
(z+1)2x—-3) z+1 (z+1)2 z-3
z+2 A Bx+C Dx+E
b) ——————— ==
(22 +2x+2)2 = 2242x+2  (22+2z+2)2
1 1 A B C D

) 0 T o3t -3 -3 zi3 Giae

. (Gy) Szamitsuk ki az alabbi integralokat!
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2z +4 522 41
—d b d
2) /2$2+:c—3 . )/x3+x v
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5 3/2
xz® —2x+1 1
—d d ——d
C)/ (x+1)3 * ) /4x2—|—4x—|—17 v
—-1/2
Megoldas:
) 2044 1 2x+4 _1( A B >_1A(ag+§)+B(az—1):> 2=A+B
2224+ 1 —3 2(3}‘—1)(%‘—1—%)72 r—1 x—&-% 2 (m—l)(x—l—%) 42%14—3
_ 12 _ 2
:>A—€, =5

2 + 4 6 1 1 1 6 1 3
PR qe= 2. _ - do=Clnfe—1] - 1 2
/2 v /5 r—1 5 2+3 "7 nlz =1l = ghje+35[+C



502+1  ba*4+1 A Bx+C  A(@?+1)+ (Bx+C)x

) B4z xz@2+1) 2241 z(x? +1)
5=A+2B
= 0==C — A=1,B=4,C=0
1=A
252 . 2
x° + 1 4z 9 2 25
/x3+x dz:/;er dz = [In|z|+2In|z +1|]1:(ln2+2ln5)f(ln1+21n2)zln?
1 1
0 e —204+1  2*—22+4+1  (2*+32°+3x+1) 32> -5z
(x+1)?  23+322+3x+1 3+ 322+ 3z + 1 N
—3z2 -5 A B C Alx+1)2+B(X+1)+C
. LY + 5+ S=1+ 1)+ (3+ )+
(x+1) (x+1) (z+1) (x+1) (x+1)
3=4
— 5=244+B — A=-3,B=1,C=2
0=A+B+C
23— 2z +1 3 1 2 1 1
———dx= [ 1- de =x—-31 Hy————--—-=+C.
e © / paray L P s peari LU Ak L Gt e S g s TR
Q) 4a? + 42 +17 = 20+ 1)2 + 16 = 16 ( (3o + 1)* +1)
3/2 3/2 3/2
1 1 1 1 arctg(%ac—&-i) /
2 dn 17 dz = 16 T T3 de = ol 1 = —(arctgl —
71/2 71/2 (§x+1) +1 2 —-1/2
1 7 m
tg0) ==~ = =
arctg0) =5 1= 5

(Gy) - gyakorlé feladatok, (*) - gondolkodtato feladatok



