10. feladatsor - Megoldasok
Matematika A1l

1. (Gy) Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények hatarozatlan integraljat!

44201
a) xt — 322+ 2 b) Va2 c) \[z\/zz d) rAew—l

Megoldasok:
1
a) /x4—3m2+2dxz gx5—x3—|—2x+C

. 3
b) /\d/x?dxz/stdx:gxw?’—i-C

c) /de_/x7/8dx—185x15/8+C

41901 1 1
d)/Hidez/XB—FQ—*dX:ZX4+2X—IH|X|+C
x X

2. Keressiik meg azt az f(z) fiiggvényt, amelyre

a) f'(z) =4z +sinx, és f(0) = 0; b) f'(x) =62 + %, f(1)y=0,¢és f'(1)=2.

Megoldas:
a) f(z) = /4x+sinxdx = 2x?—cosx+C, 6s 0 = f(0) = —14+C, tehat C = 1, és f(z) = 20> —cos x+1.
b) f(x) = /6x2+x_3/2dx =2 —2x V24 Ces2=f'(1) =2—-2+C, igy C =2¢és f'(z) = 22° —
1 1
262492, Ebbél f(z) = /2x3—2x_1/2+2dx = 5x4—4x1/2+2x+D, 650 =f(1) = 5 —4+2+D,

1 3
tehat D = %, és f(x) = 55(14 — 4z + 22 + 7

1
3. (Gy) Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények hatarozatlan integraljat az / flax +b)dx = EF (ax+b)+C

Osszefiiggést hasznélval

e +1 1

a v 2—3x b — C —————

) ) ) it
Megoldas:

a) /mdx = /(—3x+ 2)H/4dx = %(—%)(—3){—1— 2)%4 4+ C = —%(—3){—&- 2)%4 4+ C

* 1
b) / ¢t dx = /e_X +e Fdx = —e ¥ — §e_2" +C

62z

1 1 1
c) /\/ﬁdx = /de =5 arsh(v/3x) + C

f'(x)
f(=)

4. (Gy) Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények hatérozatlan integraljat az / dx =n|f(z)| + C Ossze-

fliggést hasznalva!

) R b) tg3 ) 1
& 4 +4 8 oF © Tz
Megoldas:
x3 1 [ (x*+4) 1 4 1 4
i 1 ! 1
b) /thxdx:/Smgxdx:—f/MdX:—flnhzos?)xH—C
cos 3x 3 cos 3x 3

1 N Inx)’
c)/ dx:/idx:/ﬂdx:lnunxuc
zlnx Inx Inx



5. (Gy) Szamitsuk ki az alabbi fliggvények hatarozatlan integraljat az / fix)f (x)dx =

Osszefiiggést hasznélva!

1
a) sin!zcosz b) zva2+1 c) e

Megoldas:
sin® x

a) /sin4zc0sde:/sin4 x(sinx)'dx = 5 +C
1 1(x*+1)% 1
) /:L‘\/x2 + 1ldx = 5/()(2 + 1) (x2 +1)dx = 2(){;;2) +C= g(x2 +1)°2+C

1 2
/ﬂdx = /lnx(lnx)’dx = 1n2x +C

. (Gy) Szamitsuk ki az alabbi fliggvények hatarozatlan integraljat az altalanos / flg(x)g (x)dx =
F(g(z)) + C 0sszefiiggést hasznalval
2 sin(Inx) x

a) xe® b) - c) N

Megoldas:

. 1 1
a) /xeizdx:§/e 2XdX—*/ex (XQ)dX_* +C
b) /Md)(:/smlnx
x

) /ﬁdx:—%/(1—X2)_1/2(—2x)dx:—%/(1—X2)_1/2(1—X2)/dx:—(1_X2)1/2_|_C

. (Gy) Szamitsuk ki az alabbi fliggvények hatarozatlan integraljat trigonometrikus atalakitasok segit-
ségével!

a) tg’z b) cos’ztgx ¢) V14 cosdx

"w

dxf/sm (Inx)(Inx)'dx = — cos(lnx) + C

><

Megoldas:
-2 2
1- 1
a) /tgzzdx:/81n2xdxz/$dxz/ - — ldx=tgx—x+C
cos cos? x cos? x
5
b) /C055 rtgrdx = /cos4 xsinxdx = — / cos® x(cos x) dx = 7(:055 e
1 4 in2
¢) /\/mdx = / 2 (4_0208}{)dx = / 2(cos? 2x)dx = ﬁ/COSZXdX = \/§Slr12 x +
2 2
c="F ¢ (ez a hatéarozatlan integral olyan I intervallumon érvényes, ahol cos 2z > 0)

V2

. (Gy) Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények hatarozatlan integraljat helyettesitéses integralassal!
3
T 1

a) e3%yer — 1 b)
Megoldas:
a) u=e® — 1 helyettesitéssel du = e*dx, igy [ e3*vVe? — ldx = [ e®Vex — 1 e*dx =
. 2 4 2 . 2
/(u +1)%/udu = /115/2 +2u%2 4 ul/?du = ?u”2 + 5u5/2 + §u3/2 +C=2(e" - )72

4 2
—(e® —1)%/2 4 S(e" = 1)%? 40

5
3 1 2 lu—1
b) u = 22 + 1 helyettesitéssel du = 2zdx, és / (I;Bﬁdx = / i(xzxﬁ 2xdx = / 5 quu =
/luf4 - 1u*‘r’du = —}u*3 + 11174 +C= —l(x2 +1)73 1(x2 +1)™*+C
2 2 6 8 6 8

6x/6 1
— /2 helyettesitéssel du — ~z~/0d / d:/i.,—s/ﬁ —
¢) u = v/z helyettesitéssel du i X, és Nl \[+1) XI2(x1/3 1 1) X dx

6x!/3 506 6u? 6 . .
9516 dx mdu = Gfmdu = 6u—6arctgu+C = 6Yr—6arctg Yz +C



9. (Gy) Szamitsuk ki az alabbi fliggvények hatarozatlan integraljat parcialis integralassal!

2
_ 2 ‘
a) xe# b) €3® cos 2z c) Inz d) In’z

Megoldas: A megoldasokban aldhtuzas mutatja azt a tagot, amelyik a parcialas integralas soran

derivalodik.
—2x —2x 2 _ 2 1
a) /(x2—x+2).e—2wdx:(x2—x+2)-e 5 —/(2x—1)-e 5 dxz—%-e_h—i—i/@x—l)
2 —2x —2x 2
ox X“=x+2 5 1 e 1/ e X“=x+2 5 2x-1
dx = -~ —~T7%. ~(2x —1)- — /2. dx = — - . -
¢ 2 ty&x =D =3 B 2 ¢ 4

1 1
e — Ze_zx +C= (—2x2 - 1) e 4 C

3x 3x 1 2 .
b) /e?’f.% dx = % 'cos2xf/% - (—2sin 2x)dx = gegx~cos2x+§/e3x~sigg§ dx =

Lo cosaxt 2. S gin2 2 cos 2x dx — L6 cos 2t 2e¥ -sin2 4/3X 2xd
e .cos2x4 = - —-sin2x — = [ — -2cos2x dx = —e** cos 2x + —e>* -sin2x — — [ €**-cos 2xdx.
3 3 3 3 9 9
Ebbdl az ismeretlen I = | € cos 3zdx integrélra az I = £€3® cos 2z + 2€37 -sin 2z — 1 egyenletet

kapjuk. Igy I = 13—363’” - cos 2z + 1—2363”” sin2z + C.
1
c) /1n:vdx:/1-lwnv>gdx:x~1nxf/x~fdx:x~lnx7/1dx:x~1nx7x+C

b'e

1
d) /m% dx = /1-1@ dx = X-ln2x—/x~21nx- —dx = x-1n2x—2/1nx dx = (el6z6 alapjan) =

X

x-In*x —2x-Inx+2x 4 C
10. (Gy) Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények hatarozatlan integraljat a megfelels Osszefliggés/modszer
hasznalataval! )

. b) —
a) sinyx ) o

e) cos’x £) ef”€+1 g) CO\Sf;/E

¢) (x+2)cosx d) coszsin®x

h) shzsinz

Megoldas:

) V7 helyettesitéssel d 11d'/'\fd /'folld /
= 1 = ——= dX, 1 1n X = 1N +/X - X ——= ax = mu -
al u T helyettesitesse u 2\/;( , 18y S X S. 2\/;( simu

2u du = (parcialisan integralva) = —cosu-2u— [ —cosu-2du= —cosu-2u+2 | cosu du =

—cosu-2u+ 2sinu+ C = —cosv/x - 2¢/x + 2sin/x + C

1 _1 1 _1arctg(%x) _1 1
b) /352+4dx_4/(;x)2+1dx_4 I +C—2arctg 5% +C

c¢) Parcialisan integralva: / (x+2)cosz dx = (x+2)sinx— / 1-sinx dx = (x+2) sinx — (— cosx) +

C=(x+2)sinx+cosx+ C
4

d) /cosmsin3x dX:/sin?’X(SinX)/ dx = Slril x +C
2
1+ cos2 ) 1
e) /005495 dx = /(—&_0208)() dx = Z/1+2C082X—|—00522x dx — 1/1+2C0S2X+
L cosd ! in2x 1 in 4 31 1
+C2ObXdX:4(x—|—2,51an+2(X+ b111l X)>+C:8x+4sin2x+323in4x+(]

X X 1/
f)/ € dx:/wdx:ln|ex+1|+C:ln(eX+l)+C

e’ +1 ex+1
1 1 1 1
5—\/;( dx,igy/co\s/:fx dX:/Qcos\/;c?—\/;( dx:/QCosudu:

g) u = +/z helyettesitéssel du =
2sinu+ C = 2sin/x + C
h) Parcialisan integralva kétszer: /shx -sinz dx = chx - sinx — /chx -cosx dx = chx - sinx —

shx - cosx + /shx- (—sinx) dx. Ebbgl az ismeretlen I = /shx - sinzdx integralra az I =

. hx-sinez —shx -
chz - -sinz —shx - cosz — I egyenletet kapjuk. Igy I = QT sme 5 SLTTCosy +C.

(Gy) - gyakorlé feladatok, (*) - gondolkodtato feladatok



