1. Abrazoljuk a 21 =2+, 2o =1—14, 71,

4. gyakorlat
Matematika A1l

%, 21 + 22, 21 — z2 komplex szamokat a sikon!
Megoldas: 21 =2+1ia (2,1), 20 =1 —14 az (1,—1) koordinataju pont helyvektora.
Z1 a z1 tikorképe az x tengelyre (a (2, —1) koordinataju pont helyvektora).

&= 1= =% = ' = —i, vagyis a (0, —1) koordinat4jti pont helyvektora.

A 2z + 2z = 3 ((3,0) koordinataju pont helyvektora) és z; — z2 = 1+ 2 ((1,2) koordinataju
pont helyvektora) szamok helyvektorait vektorosszeadassal, illetve kivonéssal is megkaphatjuk a 23

és ZQ—b(ﬂ.

. (Gy) Szamitsuk ki az alabbi komplex kifejezések értékeét:
a) 34 b) B+i)-2 o) (1+i)° d) (V2-iv2)®
e) (-, meZ f) V-16 g) V—-4V/2+i4v/2  h) (1 +1i)5

Megoldas:
240  (2+40)(2+i) 3 4.
W 5 5 =515
— 5
b) (BF1)- = = (3—4)(~5i) = —5 — 15i

c
d

e

)
) 1+d)=1+3i+3i>+i3=—-2+42i

) (V3 12 21(1 — i) 16 (—20)" — 256

) (70)! = i, (i) =2 = oL () = () () = (1) () =y (<) = ()7 () =
i-(—i) = —i? = 1 és utana ezek ismétlédnek ciklikusan.

f) —16 = 16(cosm + isinm) = /=16 = V/16(cos(% + k2F) + isin(% + k2Z8)), k = 0,1,2,3 =
a 4 gyok: zp = 2(cos § + isin G ) V2 +iv2, 21 = 2(cos 2 +isin2T) = —V2 4+ iv2,20 =
2(cos 5 + isin 2F) = \/5—@\@23—2(%5 +isin ) = V2 —iv2

g) —4V2+i4v2 = 8(cos I + isin 3F) = /—4v/2 +i4v/2 = V/8(cos(E (% + k%) +isin(F + k3)),
k=012=a3gydk: zp=2(cosT +isinT) =+v2+iv2, 21 = 2((:0311—7r +isin 8T, 25 =
1971' 197

2(cos S5~ + isin 557)

h) 1—|—z = \/i(cos 1 —|—zsin ) = (1414)° = (vV2)%(cos5- T +isin5-T) = {/(1+ )5 = v2(cos(Z +
k-2) +sin(% + k- 2)). Szemléletesen arrol van sz6, hogy /(1 +4)° 5 db komplex szam. Az
(1+ z) ezek kozul csak egy, a tobbit ugy kapjuk, hogy ezt elforhatjuk k = szoggel (k=1,2,3,4).

. Mivel kell a z komplex szamot megszorozni, hogy az eredmény helyvektorat a z helyvektoranak (origo
koriili) +120°-kal valo elforgatasaval, és a vektor 2-szeresére nagyitasaval kapjuk meg?

Megoldas: 2(cos 120° + i sin 120°)-vel, azaz —1 + v/3i-vel.

. Egy négyzet két cstcsat a z7 = 0 és 2o = 3 + 47 komplex szamok adjak meg. Hatarozzuk meg a
négyzet hianyzo cstcsait!

Megoldas: Ha a z; = 0 és 25 = 3 + 47 cstcsok szomszédosak, akkor a z1-gyel szomszédos harmadik
csticsot, z4-et, a zo-nek az 21 (azaz az origod) koriili 90vagy —90 fokos elforgatasaval, azaz i-vel vagy —i-
vel valo szorzassal kapjuk, z3-at pedig a z3 = 25 + z4 Osszefiiggésb6l. Ennek megfelelGen z4 = —4 + 34
ész3=—1+Tivagy 24 =4 —3i és z3 =7+ 1.

Ha 21 és 25 a négyzet étléjét adjak, akkor ebbél a masik két csticsot a z; = 0 koriili £45°-0s, —= aranyt

V2

forgatvanyujtassal azaz 5 141 si-vel valo szorzassal kapjuk, igy ez a két cstics (3—|—4z)( + %z) = —% + %2

és (3+4i)5 — 1i) =T+ %4,

. Mi a mértani helye a komplex szamsik azon z pontjainak, amelyekre

a) |[z+2-i =4 b) 1<|z| <3 c) |z—2|+|z+2]=16
d) |z—i|l=z—2—1] e) Re((14+1i)z)=14
Megoldas:

a) |z — (—2+1)| =4, vagyis egy 4 sugart —2 + i kézépponti kor.



(Gy) -

b) Origd kozéppontu korgytrd, amelynek kiils6 sugara 3, bels§ sugara 1, és a hatarvonalak nem
tartoznak hozza (azaz nyilt korgydrt).

c) az egyenlet szerint z-nek a 2-t6l és a —2-t6] vett tavolsagosszege 16, vagyis a mértani hely nem
més, mint a 2 és —2 fokuszpontu ellipszis, amelynek (vizszintes) nagytengelye 16 hosszi, vagyis
az ellipszis a (—8,0) és (8,0) pontokban metszi az x tengelyt.

d) Az egyenlet szerint z ugyanolyan messze van az i és a 2 + i szamoktol, vagyis a martani hely nem
més, mint a komplex sik ¢ és 244 pontjait Osszekots szakasz felez6 merdlegese (az x = 1 egyenleti
egyenes).

e) Azokat a z = x + iy komplex szdmokat keressiik, amikre (1 4 ¢)(z + iy) valds része 4, vagyis
x —y = 4. Ezek a pontok egy egyenest hataroznak meg (y = x — 4 egyenletii egyenes a sikon).

(Gy) Oldjuk meg a komplex szamok halmazéan az alabbi egyenleteket és abrazoljuk a megoldasokat a
komplex szdmsikon!
a) 22—-62+13=0 b)) 242 -3i) = —32+48i c) 254+2342=0 d) |z] =4z

Megoldas:

a) 219 = L (76);74'1‘13 = Gi‘Q/_TG = frac6 + 4i2 = 3+ 2i

b) 2t = =3HI8 — 713(_23;3” = —16 = 2 = v/—16 = lasd 2. feladat f)

c¢) Masodfoki egyenlet y = z3-ban. y1 9 = —2E 222_ 1-1-2 _ 2 iQ\/jZl = _2: 2 _ —14+i=

3
V2(cos(+ )+Z sin(+ I)) Az eredeti egyenlet megoldasa ezen értékek kobgyokei: z1 23 = ¢y1 =

V/2(co s(§ —l—k 2”)+151n( +k:-%”)), k=0,1,2¢s 2456 = /y2 = \G/i(cos(—§+k-%“)+isin(—§+

-2m), k= 0,1,2

d) z = x + iy-t helyettesitve |x — iy| = —4x — idy < /22 + (—y)? = —4x — idy. Az algebrai alak
egyértelmiisége miatt ez csak akkor lehet, ha a két oldalon a valds és képzetes részek megegyeznek,
vagyis /2 + y2 = —4x és 0 = —4y. A masodik egyenlet miatt y = 0, és ezt az els6be helyettesitve
Va2 = —4z = 22 = 1622 = = = 0. Tehat az eredeti egyenlet megoldasa z = 0.

o~

a) Adjunk példat olyan 1 abszolut értéki komplex szamra, amely nem egységgyok!

b) (*) Bizonyitsuk be, hogy ha két egységgyok Osszege is 1 abszolut értéki, akkor az is egységgyok!

Megoldas:

a) Egy z = cos p+isin ¢ (1 abszolut értékii) koplex szam akkor lesz egységgyok, ha valamely n pozitiv
egészre 1 = (cosp + ising)™ = cosny + isinne, vagyis ha valamely n-re ny a 27 egész szamu
tobbszorose. Ilyen n pontosan akkor létezik, ha a 32 hanyados racionalis. Vagyis nekiink olyan ¢
sz0g kell, amire ez a hanyados irracionalis. Mivel 7 irracionalis, ezt knnyen elérhetjiik, ha pl. -t
(radiénban mérve!) racionalisnak valasztjuk, pl. ¢ = 1. = egy megfelels szam cos 1 + isin 1.

b) Tekintsiik a 2 egységgyok Osszegét vektoros alakban. Ha az Gsszeg is 1 abszolat értéki, akkor az
Osszeadaskor hasznalt paralelogramma olyan, hogy minden oldala és az egyik atloja is 1 hosszu.
Koénnyen lathaté hogy ez csak akkor lehet, ha a két egységgyok 120°-os szbget zar be egymassal.

Ekkor a két egységgyok z, (cos T 4 ¢sin 2?’T)z alakba frhato, és az Osszegiik (cos § +isin §)z. 2
szoge legyen . Ekkor (cos +z sm T )z szoge § +p. Az a) részbdl tudjuk, hogy az dsszeg pontosan

akkor egységgyok, ha 3;:0 = g + 5= raciondlis, ami most teljesiil, hiszen z egységgyok, igy 5.
(*) Szamitsuk ki a komplex n-edik egységgyokok Osszegét minden n pozitiv egészre!

Megoldas: Ha n = 1, akkor ez az 6sszeg 1. Ha n > 1, akkor a keresett dsszeget jelolje Z. Felrajzolva

az n-edik egyseggyokoket azt lathatjuk, hogy ha aZ abrat elforgatjuk 2—“—81 akkor az énmagaba fordul.

Ez a forgatés ugyanakkor megvalosithato e = cos 2% T +isin %—f—vel valo szorzaskent is. Ebbdl azt latjuk,
hogy az elforgatott egységvektorok Gsszege €7 kell hogy legyen, ugyankkor a geometriai realizacié azt
mutatja, hogy az Osszeg tévabbrais 7. = eZ =7 = (¢—1)Z =0 = Han > 1, akkor (¢ —1) # 0,

vagyis Z = 0 kell, hogy teljesiiljon, tehat n > 1-re az n-edik egységgyokok osszege 0.

gyakorlo feladatok, (*) - gondolkodtato feladatok



