3. feladatsor - -Megoldasok
Matematika A1l

1. (Gy) Irjuk fel azon egyenes paraméteres és paramétermentes egyenletét, amely

a) atmegy az A(—2,5,1) ponton és parhuzamos az a = (—1,2,3) vektorral!
b) péarhuzamos a j = (0, 1,0) vektorral, és atmegy az A(5,1,4) ponton!
c) atmegy a P(3,1,2) és Q(—1,1,3) pontokon!
d) atmegy a (0,7,0) ponton és merdleges x + 2y + 2z = 13 egyenletd sikral
Megoldasok:
a) Az egyenes egy pontja A(—2,5,1), irAnyvektora a = (—1, 2, 3), igy egyenlete
r=-2-1
2 -5 -1
paraméteres: y =542t <= paramétermentes: T =¥ _Z
-1 2 3
z=1+3t

b) Az egyenes egy pontja A(5,1,4), iranyvektora j = (0,1,0), igy egyenletei:

r=25
paraméteres: y =1+t <= paramétermentes: x =5,z =4
z=4

c) Az egyenes egy pontja P(3,1,2), iranyvektora ]@ = (—4,0,1), igy egyenlete

r=3—4t -3 2_9
y=1 = =7 v=1
z2=2+1t N

d) Az egyenes egy pontja (0,7,0), iranyvektora pedig épp a stk n = (1,2,2) normalvektora, igy

egyenlete
z=1 r y—7 =z
Yy=74+2t <= —="——=—
Y — ot 1 2 2

2. (Gy) Hatarozzuk meg annak a siknak az egyenletét, amely
a) atmegy az A(1,5,2) ponton és parhuzamos a 7x — y + 3z = 0 egyenlet sikkal!
b) atmegy az A(2,1,—3) és B(—1,0,1) pontokon és parhuzamos a v = (3, —2,0) vektorral!

Megoldasok:

a) A sik egy pontja A(1,5,2) és norméalvektora megegyezik a megadott stk n = (7, —1, 3) norméalvek-
toraval, igy egyenlete

Tx—1)—1(y—=5)+3(»—2)=0 = Tr—y+32=38

b) A sik egy pontja A(2,1,—2) és normélvektora n = E xv=(-3,-1,4) x (3,-2,0) = (8,12,9),
igy egyenlete

8(x—2)+12(y—1)+9(2+2) =0 = 8z + 12y + 9z = —10

3. (Gy) Vizsgaljuk meg, hogy a megadott harom pont egy egyenesbe esik-e; ha nem, irjuk fel a megadott
pontokon athalado sik egyenletét!
a) (-3,0,4), (4,1,2), (0,0,0)
b) (-2,3,1), (0,5,2), (—4,1,0)
c) (1,1,-1), (2,0,2), (0,-2,1)

Megoldasok: Az A,B,C pontok pontosan akkor nem esnek egy egyenesbe, ha az E és B vektorok
nem parhuzamosk (nem egymaés szdmszorosai). Ha ez teljesiil, akkor az altaluk meghatarozott stk

normélvektora n = AB x AC.

a) A(0,0,0), B(~3,0,4), C(4,1,2) —> AB = (—3,0,4) és AC' = (4, 1,2). Ez a két vektor nem egymés
szamszorosa, igy nem parhuzamosak. Az altaluk meghatérozott sik egy pontja pl. A(0,0,0),
normélvektora n = AB x AC' = (—3,0,4) x (4,1,2) = (—4,22, -3), igy egynlete

—4(z—-0)+22(y—0)—3(z—0)=0 = —4x+22y—32=0



b) A(-2,3,1), B(0,5,2), C(—4,1,0) = AB = (2,2,1) és AC' = (~2,-2,—1). Ez a két vektor
egyméas —1-szerese, vagyis parhuzamosak, igy egy egyenesbe esnek.

¢) A(1,1,-1), B(2,0,2), C(0,-2,1) = AB = (1,-1,3) és AC' = (—1,-3,2). Ez a két vektor
nem egymés szamszorosa, igy nem parhuzamosak. Az altaluk meghatarozott sik egy pontja pl.
A(1,1,-1), norméalvektora n = 1@ x AC = (1,-1,3) x (=1,-3,2) = (7, -5, —4), igy egynlete

T(x—-1)=-5y—1)—4(z+1)=0 = Tz —5y—42=6

4. (Gy) Allapitsuk meg az alabbi egyenesek kolcsonds helyzetét (azonos; parhuzamos, de nem azonos;
metsz8; kitérd)! Ha metsz6ek, adjuk meg a metszéspontjukat.
e: =344t y=2t, z=—-1-2t; fr z—2=2z+1, y=2;
g: ””T‘H:y—i—Q:l—z; h: z=24+t, y=—-1, z=1+1.

Megoldasok: Az paraméteres egyenletrendszerek és iranyvektorok:
ec: x =344t y=2t, z2=-1-2t = v, = (4,2,-2)

o fra—2=z41, y=2=22 =2 y=2(=uw=2+t, y=2, z=—1+t) = v; = (1,0,1)

2 1 -1

e g: L1:y+2:1,Z:>%+1:M:z—l (= ao=-142t, y=-2+4t, z2=1-t)—
v, =(2,1,-1)

g
e h:zx=2+t, y=-1, z2=14t = v, =(1,0,1)

Vizsgaljuk paronként az egyeneseket:

e ¢ és f - Nem parhuzamosak, mert irdnyvektoraik nem azok. Metszéspont keresése (Gj paraméter
f-ben, és az egyes részeket egyenlvé tessziik):

3+4t=2+s
2t =2 = nincs megoldds = kitérd egyenesek
—1-2t=-1+s

e ¢ésg-v, =2v, = parhuzamosak és azonosak, mert a (3,0,—1) pont mindkettén rajta van
(e-nél ¢ = 0-hoz, g-nél t = 2-hoz tartozik).

e ¢ és h - Nem parhuzamosak, mert irdnyvektoraik nem azok. Metszéspont keresése (Gj paraméter
h-ban, és az egyes részeket egyenl6vé tessziik):

3+4t=2+s 1
2t = —1 —t=—-,s=—-1= (1,—1,0) a metszéspont, tehat metsz&ek
2
—1—-2t=1+s

e f és g - Ugyanaz, mint f és e (hisz e és g azonosak).

e fés h-v, =y, = parhuzamosak, de nem azonosak, mert a (2,2,—1) pont rajta van f-en
(t = 0-hoz tartozik), de nincs rajta h-n (nincs megfelels paraméter).

e g és h - Ugyanaz, mint e és h (hisz e és g azonosak).

5. (*) Adjuk meg annak az egyenesnek az egyenletrendszerét (paraméteres vagy paramétermentes), amely

) p - ) s 1 oy+l 3=
dtmegy a P(—1,2,—3) ponton, meréleges az a = (6, —2, —3) vektorra, és metszi az 5= = 5= = 5=

egyenletrendszerii egyenest!

Megoldasok: A megadott egyenes paraméteres egyenletrendszere: © = 14-3t, y = —1+42¢t, 2z = 3—5t.
A t paramétert altalanos pontot jeldlje Q;. ; pontosan akkor lehet a felirand6 egyenessel vett

metszéspont, ha a Iﬁ és a vektorok merdlegesek <— PQ;-a =0 <
(1+3t—(-1),-1+2t—2,3—-5t—(-3))-(6,-2,-3) =0 <= (2+43t,—-3+2¢,6—5¢)-(6,-2,-3) =0
< 6(2+43t) —2(—3+2t)—3(6—-5t) =0 < 12418t +6—4t — 18+ 15t =0
= t=0 = Q(1,-1,3)

A felirando egyenes egy pontja pl. P(—1,2, —3) és iranyvektora v = ]@ = (2,—-3,6), igy paraméteres
egyenletrendszere x = —1 4+ 2t, y =2 — 3t, 2z = —3 4 6t.



10.

(*) Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletrendszerét (paraméteres vagy paramétermentes), ha van
ilyen, amely merd6leges a 2x + 4y — z + 5 = 0 egyenlet sikra és metszi a kovetkez§ egyenletrendszeri

egyeneseket:
z—2 y-—1

x z
e: §=—y:z7 f: 3 5 3

Megoldasok: A felirand6 egyenes merdleges kell hogy legyen a megadott sikra, igy iranyvektora
megegyezik annak normalvektoraval, vagyis v = n = (2,4, —1). Az e egyenes paraméteres egyen-
letrendszere x = 2t, y = —t, z = t, altalanos pontjat jeldlje P;. Az f egyenes paraméteres
egyenletrendszere © = 2 4+ 3s, y = 1 4+ bs, z = 3s, altalanos pontjat jelolje Qs. P; és (s akkor
lehetnek a felirand6 egyenessel vett metszéspontok, ha a P,Qs = (2 + 3s — 2¢,1 + 5s + ¢,3s — t)
vektor parhuzamos a v = (2,4, —1) vektorral <= P,Q; és v egymés szamszorosai <= Jc # 0, hogy

243s—2t=2c, 1 +5s+t=4c, 3s —t = —c. Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa s = 4—21,
t= i—? és c= %. — A keresett egy pontja pl. Q% = (%, %, 4—61) és iranyvektora v = (2,4, —1), igy

paraméteres egyenletrendszere x = % +2t, y = % +4t, z = 4—61 —t.

(Gy) Hatéarozzuk meg a megadot sik és egyenes kozos pontjat, ha van ilyen!
a) erx=3—-t,y=2—-1t,2=3-t,S: 2x+y+32-3=0

b) e:x+2:y73:ngl,S:x+2y72+2:O

Megoldasok:

a) "Helyettesitsiik e-t S-be:" =23 —t) + (2 —t) +3(3—t) =0 = -2t +5=0=t=3 = A
— 3 _
= 2

2 e sz 5 =
metszéspont koordinatéi: x =3 — 3 %, y=2-—3= —%7 z2=3-3= % — (%7_%7 %)

b) e paraméteres egyenletrendszere: © = —2+ ¢, y = 3 +¢, 2z = —1 + 3t. "Helyettesitsiik e-t S-be:"
(=24+t)+2(3+1¢t)—(-143t) +2 =0 = 7 =0 = Nincs megoldas, tehat nincs metszéspont.

(Gy) Mely pontban dofi a P(1,1,0) és a Q(3,1,2) pontokat Osszekotd egyenes a S(2,1,3) ponton
atmend n(1,1, 1) norméalvektora sikot?

Megoldasok: A P és () pontokon atmend egyenes iranyvektora ]TC>2 = (2,0,2), igy paraméteres
egyenletrendszere (pontnak a P pontot hasznava) e: x = 14 2t, y = 1, z = 2t. A sik egyenlete S:
(z—=2)+1(y—2)+1(2—3) =0 = x+y+2 = 7. "Helyettesitsiik e-t S-be:" (14+2t)+1+2t =7 =
t=5=t= % = A metszéspont koordindtai: x =1+22 =1 y=12=22=2 — (1,1,3).
(Gy) Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely atmegy a P(2,1,—1) ponton és merdleges a
2 4+y— 2z =3, x + 2y + z = 2 sikok metszésvonalara!

Megoldasok: Ha a sik merdleges a két megadott stk metszésvonalara, akkor normalvektora épp a
két sik normalvaktoranak vektorialis szorzata:

n=n, xn,=(21,-1)x (1,2,1) = (3,-3,3) = (1,—1,1).
Igy a sik egyenlete: 1(z —2) —1(y —1) +1(2+1) =0 = 2 —y + 2 = 0.

(Gy) Hatarozzuk meg az alabbi alakzatok tavolsagat:

a) (0,0,12) pont és az x = 4t, y = —t,z = 2t egyenes

b) (0,—1,0) pont és a 2z + y + 2z = 4 sik
)

c) r=24t,y=3t+2,z=4t+3ésx=1—s,y=3+s, 2 =2+ 2s egyenesek

Megoldasok:

a) A sik iranyvektora v = (4, —1,2) és atmegy az origon (O). A megadott (0,0,12) pont legyen P. P
tavolsidga az egyenestdl nem méas, mint az OP = (0,0,12) vektor v-re meréleges komponensének
hossza:

OPy, = 0P — OP - —(0,0,12) = Q01D G =LD) o - g.0.12) - 24 1,2) =
vl — Y'YY_ s Uy (47_1’2)(47_1’2) ) ) - » Uy 21 ) ) -
32 8 68 32 8 68 4 4 4
=|l-—,2,— | = d=||-——,=,= || ==(-8,2,17)| = =8 + 22 + 172 = —/357.
(777) ‘(777)‘ 7|( )|7 T 7

b) A sik normélvektora n = (2,1,2), igy normalegyenlete ﬁ(?x +y+22—-4) = (|) =

%(2x+y+22—4) = 0, igy a megadott pont tavolsaga a siktol d = |%(2 0+ (=1)+2-0-4)| =32.



c) Az els6 egyenes iranyvektora v, = (1, 3,4) és egy pontja P(2,2,3). A mésodik egyenes iranyvektora
vy = (—1,1,2) és egy pontja Q(1,3,2). A két egyenes tavolsdga nem méas, mint a PQ) = (—1,1, —1)
vektor vv; X vo-vel (vagy szdmszorosaval) parhuzamos komponensének hossza.

VVy X Vo = (17374) X (_]—7 ]-72) = (27_674) — (17 _372)

PGy = ((11’_152?, '<§1’_33’2§) (1,-3,2) = T70,-3,2) = (1,3,

3 3 3 2
d=2|(1,-3,2)] = =/12 + (—-3)2 22:\/14:3\[
2,82 = VBT (B R = 2
11. (Gy) Hatéarozzuk meg az x +y = 1 és 2z + y — 2z = 2 sikok szogét!

Megoldasok: A két sik szoge megegyezik a normalvektoraik, vagyis a v; = (1,1,0) és v, = (2,1, —-2)
vektorok szogével.

COS<I( ) Vi Vo (1,1,0)'(2,1,—2) 3 1 g
Vv,V = = — = —
T e VIE 202 /22+ 12+ (—22) V23 V2

(Gy) - gyakorlo feladatok, (*) - gondolkodtato feladatok

(Vi,vs) = %(450)



