2. feladatsor - Megoldasok
Matematika A1l

1. Egy egységéli kocka alaplapja ABCD feddlapja pedig A; B1C1 D1, ahol az egyes csiicsok az alap
azonos bettivel jelzett csticsa f6lott vannak. Szamitsuk ki a kovetkezo kifejezéseket (ahol az eredmény
vektor, azt a kocka valamely két cstucsat 6sszekots vektorként adjuk meg).

—  — — = = —— — —
a) AB+CCy b) AB+ ACy+BD, +C\B c) AB-AB,
—_ — — — —
d) |AB x AD; + AB| e) AC- DA
Megoldas:

— = — = — — —_— = — —— —
b) AB+ ACy + BD; + C1B = (AB + BDl) + (A01 + ClB) =AD,+ AB =AD, + D,C; = AC:
—
¢) AB-AB; =1-/2-cos45° =1
— —
d) AB x AD; mer6leges az AB vektorra, igy sszegiik hossza a Pithagorasz-tétel szerint

— — . —
JMBXADﬂ%+mBP=xﬂyvﬁe%9mﬁ+1%=¢§

—  —
e) Az ACD, hér%szég minden oldala /2 hossz, telﬂa haromszog szabalyos, és igy AC és AD;
sz6ge 60°, az AC és D1 A szdge pedig 120°. Tehat AC - D1A = /2 -v/2-cos120° = —1.

2. Igaz-e, hogy ha a x ¢ = b x ¢, és ¢ # 0, akkor g = b?

Megoldas: Nem igaz. Legyen példaul a és b két azonos hossztsagi, de nem parhuzamos vektor, és
¢ merdleges az a és b sikjara. Ekkor a x ¢ =b X ¢, de a # b.

3. Egyszertsitsiik a kovetkez§ szorzatokat:
a) (a+b)(a—b) b) (a+0b)x(a—0b)
¢) (a+b)a(b+ c) vegyesszorzat

Megoldas:

X
c) (a+b)a(b+c) = aab + aac + bab + bac = 0
vegyesszorzata 0.

4. (*) Ha ey, €5, e5 egységvektorok, és e; + e, + 5 = 0, akkor mennyi e,e, + e;€5 + €5e57

Megoldas: 0= (e; +e, +e3)? =ef +¢e3 +e3 +2(ejey +e1e5 +e9e3) = 3+ 2(ejey + €163 + €e3), igy
€16y + €163 + €963 = —35-

Vagy geometriailag: a harom vektor egy egység oldalii szabélyos haromszoget alkot, amelynek az
oldalai egy adott koriiljaras szerint vannak irdnyitva, tehat barmely két egymast kovets vektor szoge

120°, skalarszorzata pedig —%, igy a keresett kifejezés —%.

5. (*) Bizonyitsuk be, hogy ((a x b) x a) x b = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha a parhuzamos b-vel vagy
a merdleges b-re. (Ugy tekintjiik, hogy a 0 vektor mindennel parhuzamos és mindenre meréleges.)

Megoldas: Ha a és b parhuzamosak, akkor mar az els6 vektorialis szorzat 0, ha mer6legesek (és egyik
sem Q), akkor a x b az a és b sikjanak normalvektora, és (a X b) X a ebben a sikban a-ra mer&leges
vektor, tehat b-vel parhuzamos, és igy ((a x b) x a) x b= 0.

Forditva, tegyiik fel, hogy teljesiil az egyenlGség, és feltehetjiik, hogy a és b nem 0. Ha a x b = 0,
akkor a parhuzamos b-vel. Ha ez nem 0, de (a X b) X a igen, akkor a parhuzamos a b-re meréleges
nem nulla a x b vektorral, tehat a mergleges b-re. Végiil ha ez a szorzat sem 0, akkor b parhuzamos
az a-ra merdleges nem nulla (a x b) x a vektorral, igy b meréleges a-ra.

6. (Gy) Legyen u = (1,2,1), v = (0,1,-1) és w = (1,0,0). Szamitsuk ki a kovetkezd kifejezéseket:

= )
a) uv b X v c) uvw

IS

d) (w)w e) (uxv)xw
Keressiink u, v-hez olyan vektort, amely mindkettére meréleges.

Megoldas:



10.

11.

) uy = (1,2,1)(0,1,-1) =0+2—1=1

) uxv=(1,21)x(0,1,-1) = (—3,1,1)

¢) uvw = (ux v)w = (-3,1,1)(1,0,0) = -3+ 0+ 0= -3
) (w)w=1-w=(1,0,0)

) (uxv)xw=(=3,1,1) x (1,0,0) = (0,1, —1).

Mindnekttére mersleges vektor: u x v = (—3,1, 1) ilyen, tovabba ennek barmely skalarszorosa is.

(Gy) Szamitsuk ki az a = (1,1,0) vektor vetiiletét a b = (0,1, —1) vektorra! Allitsuk el6 az a vektort
egy b vektorra merdleges és egy b vektorral parhuzamos vektor 0sszegeként!

b
Megoldas: A vetiilet a’ = Eﬁb =1(0,1,-1) =

a kiegészits vektor: (1,1,0) = (0,3 — 3) + (1,1,
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a) (Gy) Mekkora a (2,—1) és (—1,3) vektorok szoge?
b) (Gy) Milyen t értékre lesz az (1,¢,1) és (¢, —1,1) vektorok szdge 60°7
c) Tegyiik fel, hogy |a| = |b|, és |a + b| = |a — 2b|. Mekkora az a és b vektorok szdge?

Megoldas:
(2a71)(*133) _ -5 —
b) Ha ¢ a két vektor szdge, akkor cos o = (1,¢,1)(t, —1,1)/(|(1,¢,1)|-|(t,—1,1)]) = 1/(t* +2). Akkor
lesz = 60°, ha 1/(t* +2) = 1/2, azaz t = 0.

c) A feltételbsl kovetkezik, hogy (a +b)? = (a — 2b)?, azaz a? + b* + 2ab = a? + 4b® — 4ab. Ebbdl

6ab = 3b”, és a két vektor szogének koszinusza ab/(|a||b|) = ab/[b|? = 1. Tehat a két vektor szoge
60°.

a) A két vektor szogének koszinusza f%, igy a vektorok szoge 120°.

(Gy) Mekkora az (1,0,—1), (2,2,3), (0,1,0) és (1,2,1) cstucsok altal meghatarozott tetraéder térfo-
gata?

Megoldas: Az (1,0,—1) csiesbol kiindulo élvektorok (1,2,4), (—1,1,1) és (0,2,2), az ezek altal
meghatarozott paralelepipedon el6jeles térfogata (1,2,4)x(—1,1,1))-(0,2,2) = (-2,-5,3)-(0,2,2) =

—4, a tetraéder térfogata pedig a paralelepipedon térfogatanak hatodrésze, vagyis % = 3%

(Gy) Linearisan osszefliggsk-e, illetve a ¢t milyen értékére linearisan osszefliggsk az aldbbi vektorrend-

szerek?
a) (1,1,0),(2,2,0),(0,1,2) b) (1,0,0),(0,1,1),(1,1,1)
(1,1

c¢) (1,0,0),(1,1,0),(1,1,1) d) (2,t,1),(4,3t,2)
e) (1,2,t),(0,t,—1),(, .3)

Megoldas:

a) Osszefiiggdk, mert a masodik vektor kétszerese az elsének (vagy: 2-v; —1-vy +0- vs = 0 nem
trivialis linearis kombinacio, ami a 0 vektort adja).

b) Osszefiiggék, mert a harmadik vektor az els kettének az Osszege.

c) Fiiggetlenek: ha x(1,0,0) + y(1,1,0) + 2(1,1,1) = (0,0,0), akkor (x +y + z,y + z,2) = (0,0,0),
ésigy 2 =0,y =0és x = 0. (Vagy: R? harom nem egy sikban fekvé vektora mindig fiiggetlen.)

d) Két vektor csak akkor lehet Osszefiiggs, ha valamelyik a mésiknak skalarszorosa, s mivel egyik
vektor sem 0, ez a skalar nem 0, és igy barmelyik vektor a masik skalarszorosa. Legyen (4, 3t,2) =

A(2,t,1). Az elsé komponens miatt A = 2, és igy 3t = 2t, azaz t = 0. Ebben az esetben pedig
valoban Gsszefliggsk: (4,0,2) = 2(2,0,1).

e) R3-ben harom vektor pontosan akkor linedrisan ésszefiiggd, ha egy sikban vannak, azaz a vegyes
szorzatuk 0. Ennek a harom vektornak a vegyes szorzata —t2 + 3t — 2, ésez t = 1 és t = 2 esetén
0.

Irjuk 51, az (1,2,3) vektort a 10.c) feladat vektorainak linearis kombinaciojaként, ha lehetséges!

Megoldas: (1,2,3) = x(1,0,0)+y(1,1,0)+2(1,1,1) = (z4+y+z,y+z,2),ebb6l z = 3,y = 2—z = —1,
ésx=1—y—2z=-1,azaz (1,2,3) = —(1,0,0) — (1,1,0) + 3(1,1,1).



12. Legyenek a, b és c linearisan fiiggetlenek. Linearisan fiiggetlenek-e az a + b, b + ¢ és ¢ + a vektorok?

\o“

Megoldas: Tegyiik fel, hogy valamely x, vy, z skalarokra z(a +b) + y(b+¢) + z(c+a) =0. Az a
¢ vektorok szerint rendezve az egyenletet azt kapjuk, hogy (z + 2)a+ (z + y)b+ (y + 2)c = 0. Az a,
b, ¢ vektorok fliggetlenségébdl kovetkezik, hogy x + z = = + y = y + z = 0, és konnyen lathato, hogy
ennek csak x = y = z = 0 a megoldasa, igy a+ b, b + ¢ és ¢ + a is lineéarisan fliggetlenek.

(Gy) - gyakorlo feladatok, (*) - gondolkodtato feladatok



