BME KJK Matematika Ala Analizis, 2. ZH - Megoldas
2015. november 18.

1. Hatarozzuk meg az a és b paraméterek értékét ugy, hogy az f(x) fiiggvény mindeniitt folytonos legyen!
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Megoldas: x # 0,1-re f folytonos, mert a megfelel§ részeken az ott megadott fliggvénye folytonos fiiggvényekbdl van
Osszerakva folytonossagot megérzé modon.

Hogy 0-ban folytonos legyen, az kell, hogy:
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Hogy 1-ben folytonos legyen, az kell, hogy:

lim f(z) = lim f(z)=f(1)=a+0d.
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2. Osszuk el az f(x) = 22* — 2 — 622 + 72 — 2 polinomot maradékosan (z — 1)-gyel, és keressiik meg f Osszes gyokét!

Megoldas: Az osztast elvégezhetjiik a Horner-modszerrel:

Vagyis f oszthato (z—1)-el, azaz x = 1 gydk és f(z) = (x—1)(223+22—5x+2). f tovibbi gyokeinek meghatarozasahoz a
hanyados gyokei kellenek még. Ehhez hasznaljuk a racionélis gyoktesztet a hanyadosra. Eszerint, ha r = b egy racionalis
1
gyok egyszertsitett alakban, akkor p |2 ésq |2 = r € {£1,+2, ii}' Ha minden értéket behelyettesitiink, azt kapjuk,
hogy z = 1, -2, % gyoke a polinomnak. Mivel harmadfokd, ennél tobb nem is lehet, vagyis az eredeti polinom gyokei:
1
x1 = 1 (kétszeres), xo = —2, x3 = 7 (Ha csak egy ¢ gyokot talalunk, akkor (x — ¢)-t ismét ki lehet emelni, és a

hanyadosként ad6d6 méasodfokt polinom gyokeit meg lehet keresni.)
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3. Szamitsuk ki a megadott fiiggvények derivaltjat! a) % b) esin z?
x
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4. Hatarozzuk meg az f(z) = $2% — 22/ + 2z + 1 fiiggvény abszolit szélséértékeit a [0, 9] intervallumon!
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Megoldas: Abszolat szélsGérték vagy az intervallum szélein, vagy kritikus pontokban lehet. Az utobbihoz:

1 /
fla) = <2x2—2x3+2x+1> —r—322+2=0—3/1+2.

f(z) = (Vo)? =3yz+2 = (Vr—1)(yx —2) =0 = /7 értéke 1 vagy 2 = z értéke 1 vagy 4. (A \/z-ben masodfoki
egyenletet megoldoképlettel is meg lehet természetesen oldani.)

Két kritikus pontunk van tehat (olyan kritikus pont most nincs, ahol a derivalt nem létezne), itt a fiiggvényértékek
fy = % és f(4) = 1. Az intervallum szélein a fiiggvényeértékek f(0) =1 és f(9) = 1—21 Ez alapjan a fiiggvény abszolut
minimuma az intervallumon 1, ezt 0-ban és 4-ben veszi fel, az abszolut maximuma pedig 12—1, ezt 9-ben veszi fel.

. Végezziink teljes fliggvényvizsgalatot az f(x) = xe® fliggvényen!

Megoldas:

1. D(f) = R és itt folytonos is, mert folytonos fliggvényekbdl van Gsszerakva folytonossdgot megérz6 modon. (Nem
paros, nem paratlan, nem periodikus)

2. fllx)=e"F+ae* =e*(x+1), f'(x)=e*+e*(x+1)=e"(z+2)
3. Kritikus pontok: f'(z) =0 = 2= -1

4. Monotonitas és lokalis szélsGértékek:
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5. Konvexitas és inflexios pontok: f/(r) =0 = x = —2
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6. Aszimptotak: Mivel f mindenhol folytonos, igy nincs fiiggéleges aszimptota. lim ze® = oo, vagyis +oo-ben
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lim — = lim = 0, vagyis y = 0 vizszintes aszimptota —oo-ben.
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7. Fiiggvényeértékek zérushelyek: f(—1)=—1, f(-2)=—2, f(0) = 0.
8. Abra:




9. R(f) = [~¢,00)

6. A kovetkezs feladatok mindegyike 2 pontot ér:
a) Igaz-e, hogy ha f-nek szakadasa van egy c pontban, akkor ott nem létezik hatarértéke?
b) Mi az arccos x fliggvény értelmezési tartomanya és értékkészlete?
c) Tegyiik fel, hogy f folytonos és differencidlhaté R-en, és f(1) =1, f(3) = 5. Adjunk meg egy olyan fiiggvényértéket,
amit f’ biztosan felvesz az (1, 3) intervallumon!

d) Az A: "f monoton", B: "f invertalhato" allitasok koziil kovetkezik-e valamelyikb6l a masik? Ha nem, adjunk
ellenpéldat!

e) Adjunk meg egy olyan f fiiggvényt, melyre f(1) = f’(1) = 0, de nincs lokalis minimuma x = 1-ben!
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b) D(arccosz) = [—1,1], R(arccosz) = [0, 7]

1
T -nek megsziintethetd szakadasa van x = 1-ben, de 1étezik ott hatarértéke:

— f(1 -1
¢) A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint Je € (1, 3), hogy f'(c) = f(3?)) {( ) = 5 5 = 2.

1
d) A % B, pl. f(z) = 1 monoton, de nem invertalhato. B # A, pl. f(z) = — invertadlhaté6 R\{0}-n, de itt nem
x
monoton.
e) Pl. f(z) = (z — 1)3, ugyanis ekkor f’'(z) = 3(x — 1)2, igy f(1) = f'(1) = 0, de f végig szigortian monoton névs, igy
sehol sincs lokalis minimuma. (Olyan fiiggvény is jo, aminek lokélis maximuma van (és nem minimuma), és f(1) = 0,
ilyen pl. f(z) = —(z —1)2.)



