BME KJK Matematika Ala Analizis, 1. ZH - Megoldas
2015. oktoéber 21.

1. Bizonyitsa be az alabbi logikai és halmazelméleti azonossagokat!
a) ~(PA-Q)V(PAQ)=QV P (igazsagtablaval)
b) A\(A\B) = AN B (igazsagtablaval vagy halmazelméleti azonossagokkal)

Megoldas:
a)
- (P AN -Q )V (P ANQQ)=QV - P
1 0 0 1 0 1 0 0 O v 0 1 1 0
1 0 0 0 1 1 0 0 1 v 1.1 1 0
0 1 1 1 0 0 1 0 0 v. 00 0 1
1 1 0 0 1 1 1 1 1 v 1 1 0 1
b)
A\ ( A\ B )= AnNn B
0 0 0 0 0 v 0 0 0
0 0 0 0 1 v 0 0 1
1 0 1 1 0 v 1.0 0
1 1 1 0 1 v 1 1 1

Megj.: eltfeldolgozasként akar 4t is lehet irni a halmazelméleti miveleteket logikaira, és akkor a AA—~(AA—-B) = AAB
azonossagra jutunk, ezt kell belatni.

Halmazelméleti azonossagokkal: A\ (A\ B) = ANANB = AN (ZU?) =AN(AUB) = (ANA)U(ANB) =
PU(ANB)=ANB.

2. Legyenek a = (1,2,0), b= (1,—1,1), c = (-3, 2, —1) egy paralelepipedon (egy cstucsbdl kiindulé) élvektorai. Hatarozzuk
meg a paralelepipedon térfogatat, és a(z ugyanebbdl a csticsbol indulo) testatlojanak az a vektorral bezart szogét!

Megoldas: A parelelepipedon térfogata:

i J k
= |abe| = [(a x b) - [ = [((1,2,0) x (1, =1,1)) - (=3,2,-1)| = || 1 2 0 |-(=3,2,-1)| =
1 -1 1
|(21_(_1)0701_1171< ) 1- 2) ( 3a27_1>|:|(2a_17_3)(_3527_1)‘:‘_6_2+3‘:|_5|:5'
A paralelepipedon testatlojad =a+b+c = (—1,3,0). A keresett szdg koszinusza:
a-d (1,2,0) - (-1,3,0) _—1+6+0 1 T
cos<(a,d) = —— = = a,d) = — (45°).
&d) lal-[d]  VIZ+22+02,/(-1)2 +32 + (2 VBV V2 “@d)=7 (45°)

3. Mennyi a tavolsaga a P(1,2,3) pontnak attol a siktol, amely atmegy az A(3,0,3) és B(1,2,4) pontokon és parhuzamos
aze: x=3, y=1+1t, z=1 egyenessel?

Megoldas: Jelolje S a szoban forgo sikot. Ekkor & normalvektorat megkaphatjuk tgy, mint e iranyvektoranak és az
AB vektornak a vektorialis szorzata. Az el6bbi leolvashaté az egyenes paraméteres egyenletrendszerébdl, v, = (0,1, 1),
az utobbi pedig z@ (1-3,2-0,4-3)=(-2,2,1), igy

i J k
ng=(0,1,1)x(-2,2,1) = 0 1 1 |=(1-1-1-2,1-(=2)=1-0,0-2—(=2)-1)=(-1,-2,2).
-2 2 1

S egy pontja pl. A, igy az egyenlete:

—1(x—3)—2(y—0)+2(2—3)=0 = —z—2y+22—-3=0.

A normélegyenlethez le kell osztani ng hosszaval, vagyis \/(—1)2 + (—=2)2 + 22 = 3-mal:

1 2 2
_ - _ _1 —
37T 3Y TR 0,

igy a tavolsag
1 2 2 2
d=|---1---24--3-1|==.
3 3 +3 3



4. Oldjuk meg a komplex szamok halmazan a 25 — 81+ 8 2% — 16 = 0 egyenletet!
-1

. e 16
Megoldas: 81+_8; - ((81+_8;))((1 jz)) - % = 8i, igy az egyenlet

20 —8iz* —16 =0.
y = 2> helyettesitas utan y-ban masodfokd egynlethez jutunk, aminek megoldasa:

8i +/—064 4+ 64 . ™ .., m
:f:zhzél(cosg—i—zsnlg).

2 2
=>z:\3/37:\%I(cos(g—«—k;)—«—isin(g—l—k;)), k=0,1,2

23 4 422
5. Szamitsuk ki az f(z) = % fiiggvény limeszét £2-ben (ha csak egyoldali van, akkor azokat is), és adjuk meg a
72 —
+o0o-beli ferde aszimptotajanak egyenletét!
223 + 42° 22%(z + 2)
Megolda = ,
cgoldds:f(2) = = = ot 2 &
222 8
a:1~1>m2f(z) o wl—l)IEQ x— 2 o ?4 =2
202 =
li li =
a:iglJr f( ) xiglJr r—2 oo
22 =
li = 1i = —
Jp = oo = e
A +o0-beli ferde aszimptotahoz:
%
227 + da® Ty 244
limmzlimuglim +i—2:a
r—oo I z—ooo 13 — 4x z—o0 1 — =5
s
, 223 + 422 . 223 +42% — 22 + 8w 42?48z L 4+ 8
B e e Sy i S e e

Tehét a 4+oo-beli ferde aszimptota egyenlete: y = 2z + 4.

6. A kovetkezs rovid feladatok mindegyike 2 pontot ér:
a) Igaz-e, hogy ha az a, b, c nemnulla térvektorokra a-b = a - ¢, akkor b = ¢?
b) Irjuk fel a tér két tetszéleges, a koordinatasikokkal nem parhuzamos, metszé egyenesének egyenletrendszerét!

¢) Irjunk fel egy olyan z komplex szamot, amelyre |z| =2 és Rez = 1!

d) Adjunk meg olyan f(x),g(x) fiiggvényeket és ¢ € R értéket, melyekre liin f(z) =limg(x) =0 és lim f(a:; = 400!
x C

z—c z—c g(x

sinx
e) Létezik-e, és ha igen, akkor mivel egyenl§ a lim —— hatarérték?
r—00 I

Megoldas:
a) Nem, pl. i-j =1i-2j=0,de j#2j.
b) Pl e: x=14+2t, y=1—-t, z=1—tés f: a =142t, y=1+43t, 2= 1+t Mindkét egyenes atmegy a P(1,1,1)
ponton és nem parhuzamosak, hisz irdnyvektoraik nem parhuzamosak.
c) 2 =1++/3i vagy z =1 —/3i.
2

d) Pl lim 22 =0, hm 2t =0és lim = ro_ = lim — = +4o0.
2—0 =0 a0 24 2950 z2
sinz 0.

e) 0< ’S”””’ <10 haz— o0 = A rendérelv miatt lim
Tr—r00 X



