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1. Bevezetés

Akiknek ez a kényv késziilt

Elsésorban az ELTE Informatikai Kar programtervezd informatikus, program-
tervez6 matematikus, programoz6 és informatika tanar szakos hallgatéi sza-
méra késziilt ez a példatar, amely részletesen kidolgozott példakbol all.

A példatar szerkezete

A teljes anyag lényegében két részre tagolodik. A Példdk fejezet anyagit
végigkdvetve kialakulhat egy atfogd kép az alapvetd fogalmakrol. Ha valaki
ezeket az ismereteit mélyiteni kivanja, akkor a Feladatok fejezet példaihoz
nytulhat, amelyek szintén megoldassal egyiitt szerepelnek.

Ko6szonetnyilvanitas

A példék részben mas konyvekbdl, példatdrakbol, masok altal Gsszedllitott
feladatsorokbol szarmaznak. Azok a forrasok, amelyekrsl tudomésom van,
szerepelnek az Irodalomjegyzék fejezetben. A példak més része pedig ebben a
példatarban jelenik meg el&szor.

Egyes relaci6 példak valamikori hallgat6imtél szarmaznak, akik az oktatés
soran kérdésként fogalmaztik meg ezeket.

Koszénom Czirbusz Sandor segitségét, aki aprolékos munkaval igyekezett
kisztirni a hibakat. Tanécsait igyekeztem messzemendgen figyelembe venni.

Ko6sz6n6m Imrényi Katalin munkajat, aki az anyag TEX-be val6 atirasaban
nagy segitségemre volt.

A konyvben talalhaté hibékra, hianyossidgokra vonatkozd észrevételeket
koszonettel fogadom.

Budapest, 2010. jinius

Lang Csabané
zslang@compalg.inf.elte.hu
ELTE Informatikai Kar Komputer Algebra Tanszék
1117 Budapest, Pazmany Péter sétany 1/C.



2. Elméleti 6sszefoglalas

2.1. Jelolések

N a természetes szamok (nem negativ egész szamok) halmaza, N = {0,1,2,3...}.
Z az egész szamok halmaza.

Q a racionalis szamok halmaza.

R a valés szamok halmaza.

C a komplex szamok halmaza.

2.2. Teljes indukcié

A teljes indukcids bizonyitdsi mddszer soran azt bizonyitjuk be, hogy meg-
szamlalhatoan végtelen sok Ay, Aa, ... A,,... allitds mindegyike igaz. A bizo-
nyités két lépcsében torténik:

I. Belatjuk, hogy A; igaz.

II. Belatjuk, hogy ha A, igaz, akkor ebbdl kovetkezik, hogy A,y1 igaz,
tehat a tulajdonsag croklgdik.

2.3. Logika

A predikdatum (itélet, dllitds, kijelentés) definidlatlan alapfogalom, amelynek
az értéke a véaltozoi értekétdl fiiggden vagy igaz (1), vagy hamis (|). (Lasd |6,
10. oldal]) A nullvaltozos predikatumok értéke vagy igaz, vagy hamis. Példaul
S(z) jelentse azt, hogy ,,x paratlan szam”, T' pedig jelentse azt, hogy , hétfs
a hét harmadik napja.”

Logikai jelek.

Negdcid, tagadds. A P itélet negacioja =P (nem P.) Ha P igaz, akkor =P
hamis, ha P hamis, akkor —P igaz.

Kongunkcio. A P és Q itéletek konjunkcioja PAQ. (P és Q.) P AQ akkor
és csakis akkor igaz, ha P és @) is igaz.

Diszjunkcio. A P és @ itéletek diszjunkcioja PV Q. (P vagy Q.) PV Q
akkor és csakis akkor hamis, ha P és () is hamis.
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Implikdcio. A P és Q itéletek implikacioja P = Q. (Ha P, akkor Q.)
P = (@ akkor és csakis akkor hamis, ha P igaz, de () hamis.

Fkvivalencia. A P és Q itéletek ekvivalencidja P < Q. (P akkor és csak
akkor (pontosan akkor), ha @.) P < @ akkor és csakis akkor igaz, ha P és Q
egyszerre igazak vagy egyszerre hamisak.

Kvantorok.

Egzisztencidlis kvantor. 3x. Létezik (van olyan) x, hogy .. ..

Univerzdlis kvantor. V. Minden x esetén . ...

2.4. Halmazok

A matematikiban sziikség van olyan fogalmakra, amelyeket nem hatérozunk
meg, nem definidlunk mas fogalmak segitségével, ezeket alapfogalmaknak ne-
vezziik.

Az egyik leggyakrabban hasznalt alapfogalom a halmaz, valamint a hal-
maz elemének lenni, melyeknek koriilirdsa az alabbi médon torténhet.

A halmaz bizonyos dolgok, fogalmak egyiittese, Gsszessége. A halmazba
sorolt dolgok a halmaz elemes.

Ha z eleme az X halmaznak, ezt * € X jeloli, ahol az = elem vala-
mely nagy halmazbol, univerzumbdl, alaphalmazbdl keriil ki. y ¢ X pedig azt
fogja jel6lni, hogy y nem eleme X-nek. Két halmazt azonosnak tekintiink, ha
ugyvanazok az elemei. Halmazt t6bbféle médon megadhatunk. Véges halmaz
esetén felsorolhatjuk az elemeket kapcsos zardjelben. Az X = {z|T'(x)}, il-
letve X = {z: T'(x)} azt fogja jelenteni, hogy az X halmaz elemei azok az x
elemek, melyek a T'(x) feltételnek, allitasnak eleget tesznek.

Egy halmaz elemei kézott nincsenek megegyezéek. Ha valamely elemet
t6bbszor sorolunk fel, az akkor is csak egyszeresen eleme a halmaznak.

Ures halmaznak olyan halmazt neveziink, amelyiknek nincsen eleme. Mivel
minden halmazt egyértelmtien meghataroznak az elemei, ezért egyetlen ilyen
halmaz van, amit a () jellel jeloliink.

Az ires halmaz léte nélkiil a tobbi alaptulajdonsaghél nem lehetne kévet-
keztetni arra, hogy léteznek halmazok. Az iires halmazbol ellenben végtelen
sok halmazt tudunk késziteni a kivetkezé mddon:

0,{03,{0,{0}}, {0, {03, {0, {0}}}, ...

Ezek a halmazok nem csupan mind kiilonbézéek, hanem elemszamuk (kiilon-
boz6 elemeiknek a szama) — 0, 1, 2, 3, ... is egyre novekszik.

Az A halmazt a B halmaz részhalmazdnak nevezziik, ha A minden eleme
B-nek is eleme. Ezt A C B jeloli. Az A halmaz wvalddi részhalmaza a B
halmaznak, ha A C B, de A # B. Ezt A C B fogja jeldlni.
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Valamely halmaz részhalmazaival kiilonb6z6 miveleteket végezhetiink, ame-
lyek eredményeképpen halmazokbél tjabb halmazok jonnek létre. Tekintsiink
egy H nemiires halmazt — a tovibbiakban nevezziik alaphalmaznak —, és le-
gyen A, BC H.

Az A és B halmazok egyesitése (unidja) azon elemek Gsszessége, melyek
az A és B halmazok legalabb egyikének elemei. Jelolése A U B.

AUB = {z|x € A vagy z € B}.

(A kapcsos zéardjelben a vagy szocska megengeds értelemben szerepel,
vagyis * € A, © € B egyiittes teljesiilése esetén is egyesitésbeli elemhez
jutunk.)

A definici6 alapjan kénnyen belathato az alabbi tulajdonsagok teljestilése:

AUB=BUA kommutativitas
(AUB)UC =AU (BUC) asszociativitas
AUA=A idempotencia
Aud=A

ACAUB

Az A és B halmazok metszete (kozos része) azon elemek Gsszessége, melyek
az A és B halmazok mindegyikének elemei. Jeltlése: AN B.
ANB = {z|lr € Aésx € B}.

Az alabbi, az el6z6ekhez hasonlo tulajdonsagok teljesiilése szintén konnyen
belathaté.

ANB=BnNA kommutativitas
(ANB)NC=An(BNC) asszoclativités
ANA=A idempotencia
ANnD =10

ANBCA

A és B diszjunkt (idegen) halmazok, ha metszetiik az iires halmaz.

Mivel mindkét mivelet asszociativ, ezért a zardjel elhagyhato, ha egyesités
illetve metszet miivelet egymas mellett tobbszor is szerepel. Az egyesités és
metszet egyiittes szereplése esetén azonban a zar6jel nem hagyhato el. Erre
az esetre az aldbbi disztributiv torvények érvényesek.

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) AU(BNC)=(AUuB)N(AUC)
Koénnyen belathaté az alabbi abszorpceids tulajdonsagok teljesiilése.
AU (AnB)=4 AN (AUB)=4

A\ B az A és B halmazok kilonbsége. Mindazok az elemek beletartoznak,
melyek A-nak elemei, de B-nek nem. A\ B = {z|x € A és = ¢ B}.
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Koénnyen lathato, hogy
A\D= A D\ A= AVA=

AAB az A és B halmazok szimmetrikus differencidja (szimmetrikus kii-
lonbsége). Elemei azok az A-ban illetve B-ben levs elemek, melyek pontosan
az egyik halmaznak elemei. AAB = (A\ B)U(B\ A).

Belathato az alabbi 4llitasok teljesiilése. (A szimmetrikus differencia asszo-
ciativitasanak bizonyitasa hosszadalmasabb munkat kivan.)

AAB = BAA (AAB)AC = AN(BAC)
ANA = 0 AN) = A
AAB = (AUB)\(ANB)

A kiilonbségképzés specialis esete az alabbi.

A az A halmaznak a H alaphalmazra vonatkozé komplementer halmaza
(kiegészitd halmaza ) azon H-beli elemekbdl all, melyek nem elemei A-nak.
A={z|lr € Hésx ¢ A}.

Belathato, hogy igazak az aldbbi Gsszefliggések.

A = A

AUA = H ANA = 0
H =0 0 = H
HU) = H HNn® = 0

Meg lehet mutatni, hogy ennek a fogalomnak a segitségével két halmaz kii-
16nbségét a kévetkezd alakra hozhatjuk: A\ B = AN B.

Halmazok szemléltetésére az ugynevezett Venn-diagramokat is szoktuk
hasznélni, amelyekben a szereplé halmazokat korlemezekkel 4brézoljuk, a md-
velet eredményeképpen keletkez6 halmazokat pedig vonalkizassal.

A definicidkra tamaszkodva belathatd az alabbi, de Morgan azonossdgok
teljesiilése is. (Lasd a 32 feladatot.)

ANB=AUB AUB=ANB

2.5. Relaciék, fiiggvények

Az A és B halmazok direkt szorzata (Descartes szorzata)

Ax B={(a, b)lac Aésbe B}.

E halmaz elemei tehat rendezett elemparok, amin azt értjiik, hogy az
elemparon beliil az elemek sorrendje is 1ényeges.
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Ha példaul A = B = 7Z, akkor a Z X Z direkt szorzathoz jutunk, a rendezett
egész szampérok halmazahoz. Képe a Descartes-féle koordinatarendszerben a
racspontok (egész koordinatéju pontok) halmaza.

A definicié kiterjeszthets t6bb tényezére is.

Legyenek A, B halmazok, és R C A x B. Ekkor R binér reldcid. Az
a € A, be B elemek R (binér) reldcidban vannak, ha (a,b) € R. Ezt aRb-vel
is jelolhetjiik. Ha A = B, akkor homogén binér reldciordl beszéliink.

A definiciot tetszéleges n € N halmaz esetére is kiterjeszthetjiik.

Az R binér relacié értelmezési tartomdnydt a

dmn(R) := {z| van olyan y, hogy (z, y) € R},
értékkészletét pedig a
rng(R) := {y| van olyan z, hogy (z, y) € R},

osszefiiggesek definialjak. (A jelolések a ,,domain”; illetve a ,range” szora utal-
nak.)

Egy R C Ax B binér relacio R™! inverzét a kovetkezdképpen értelmezziik.

R'CBxAeées R ={(b,a)|(a,b) € R}

Bizonyos esetekben értelmezhetjiik relaciok szorzatat.

Binér relacidk szorzata.

Legyenek A, B, C halmazok és legyen R1 C A x B, Ry C B x C. Ekkor
szorzatukat az R1 o R9 C A x C és
Ry o Ry = {(a, c)| létezik olyan b € B, amelyre (a, b) € R; és (b, ¢) € Ry}
Osszefiiggések definidljak.

Legyen példaul A = B = C = N, Ry = {(1, 2), (4, 5)}, Ry =
{(2, 3), (4, 5)}. Ekkor Ry o Ry = {(1, 3)}.

Megjegyzés. Relaciok szorzatara (kompozicijara) szokasos az Rg o Ry je-
16lést hasznalni a fenti halmazra. (Lasd példaul [6, 30. oldal].) Ebben a pél-
datarban ez az utobbi jelolés csak fiiggvények esetében fordul els. (Lasd a
fiiggvenyszorzatot a késébbiekben.)

Belathato, hogy binér relacidk szorzata — amennyiben a szorzat értelmez-
hets — asszociativ.

Specialis binér relaciék. Legyen RC A X A, a, bc € A. Az R relacio

reflexiv, ha aRa minden a € A esetén teljesiil;

irrefleziv, ha aRa semmilyen a € A esetén nem teljesiil;

szimmetrikus, ha aRb esetén bRa is fennall; (tehat R~ = R;)

antiszimmetrikus, ha aRb és bRa egylittesen csak a = b esetén teljesiil-
hetnek;

szigorian antiszimmelrikus, ha aRb és bRa nem teljesiilhet egyszerre;

tranzitiv, ha aRb és bRc esetén aRc is fennéll;
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trichotom, ha minden a, b € A esetén aRb, bRa és a = b koziil pontosan
az egyik teljestil;

ekvivalenciareldcic ha reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv;

részbenrendezés (parcidlis rendezés) ha reflexiv, antiszimmetrikus és tran-
zitiv;

szigori részbenrendezés, ha irreflexiv és tranzitiv.

Az R részbenrendezési relacioval rendezett A halmaz valamely m elemét
minimdlis elemnek nevezziik, ha nincs az A-nak olyan x # m eleme, amelyre
xRm teljesiilne. Az A halmaz k elemét legkisebb elemnek nevezzik, ha kRx
minden x € A esetén fennall. Hasonloan definialhato a mazimdlis és a legna-
gyobb elem.

Megjegyzés. Egy részbenrendezési relacioban tobb minimélis (maximalis)
elem is el6fordulhat, ugyanakkor legkisebb (legnagyobb) elem ha van, akkor
egyeértelmd.

Valamely A halmazon értelmezett R részbenrendezési relaciot teljes ren-
dezési reldcionak nevezziik, ha barmely két elem oOsszehasonlithatd, azaz aRb
vagy bRa teljesiil minden a, b € A esetén.

Egy teljesen rendezett halmazt jolrendezettnek neveziink, ha barmely nem-
iires részhalmazanak van minimalis eleme.

Filiggvények. A fliggvényeket (leképezéseket) specidlis tulajdonsagu re-
laciokként értelmezziik.

Egy f C Ax B relacio akkor fiigguény, ha (a, b1) € f, valamint (a, by) € f
esetén by = bo.

Ha az f C A x B relacio fiiggvény, és f értelmezési tartoménya a teljes
A halmaz, akkor az f : A — B jelolést hasznédljuk. (Lasd |6, 1.4.1. pont,
40. oldal]) (,,f az A-t B-be képezs fiiggvény”.)

Ha (a, b) € f, akkor ezt f(a) = b-vel, vagy f : a — b-vel jeldljiik.

Ha C C A, akkor f(C)-vel jeloljiik az {f(z)|z € C} halmazt. Ha spe-
cidlisan C' = A, akkor az Im(f) = f(A) jelolést is hasznaljuk. Im(f) az f
fliggvény képhalmaza vagy értékkészlete.

Az f: A — B fiiggvény sziirjektiv, ha a B halmaz minden eleme képelem
(Im(f) = B).

Az f: A — B fliggvényt injektivnek nevezziik, ha az A halmaz kiillénb6z6
elemeinek kiilonboz6 képelemek felelnek meg, tehat f(a1) = f(a2)-bél a1 =
ao kovetkezik.

Az f: A — B fiiggveny bijektiv (kolcsondsen egyértelmd), ha injektiv és
sziirjektiv egyszerre.

Az f : A — B fiiggvény inverze mint relaci6 inverze nyilvan létezik,
az inverzrel4cié azonban altaldban nem fiiggvény. Belathato, hogy pontosan
akkor lesz egy f fiiggvény inverzrelacidja is fiiggvény, ha f bijektiv, s ekkor
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az inverze, f~! is nyilvan bijektiv lesz.

A fliggvények esetében beszéliink ezek fliggvényszorzatarol is, amely éppen
forditott sorrendben végezhets, mint a fentebb definidlt relacioszorzas. Legyen
f:A— B é g¢g:B — C két fliggvény. Ezek f o g relacidszorzata
azokbol az (a, c¢) parokbol &ll, amelyekre alkalmas b elemmel (a, b) € f
és (b, ¢) € g. Mivel f és g fluggvények, ezért b felithato f(a), c¢ pedig
g(b) alakban, vagyis felirhato a ¢ = g(f(a)) Osszefiiggés. Az f: A— B és
g : B — C fiiggvények figgvényszorzatit gf = fog definialja. (Lasd
[5, 16. oldal]) Fiiggvények szorzata — amennyiben a szorzat értelmezhets —
asszociativ.



3. Példak

3.1. Teljes indukcié

Teljes indukciéval bizonyitsuk be, hogy minden pozitiv egész szamra
igazak az alabbi Gsszefiiggések.

3.1-1. (n+1)
1+2+3+...+n:% (+)
Megoldas.
1-2 -
A.n=1esetén 1 = - = 1, igy (*) teljesiil.

B. Belatjuk, hogy a tulajdonsag 6roklsdik. Feltessziik, hogy (*) teljesiil,
és megmutatjuk, hogy ebbdl kovetkezik az allitdas n + 1-re is.
n + 1 esetén az Aallitas igy szol:

1)(n + 2
1+2+3+...+n+(n+1):(n+)2(n+)

A bal oldalba behelyettesitjiik (*)-ot.

n(n+1)

5 +(n+1) =

14+2434+...+n+(n+1)=

ami tovabb alakitva kiadja (**)-ot.

(n+1)(n+2)

—(n+1)(5+1) = ;

2

Mivel az allitas teljesiil n = 1 esetén (A.), valamint a tulajdonsag 6rokls-

dik (B.), (*) minden n természetes szam esetén fennall. [ |
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5.1-2. (n+1)(2n+ 1)
124224324+, 4n2="20 6” (%)

Megoldas.
1-2-3
6
B. Belatjuk, hogy a tulajdonsag oroklgdik. Feltessziik, hogy (*) teljesiil,

és megmutatjuk, hogy ebbdl kovetkezik az allitas n + 1-re is.
n + 1 esetén az allitas igy szol:

A.n =1esetéen 12 = =1, igy (*) teljesiil.

(n+1)(n+2)(2n+3)

P+224+3%+. . +n’+(n+1)7°= . (s5)
A bal oldalba behelyettesitjiik (*)-ot.
12422432 4. 40+ (n+1)2= n("+1)6(2n+1) +(n+1)2=
— (n+1) <”(2”6+1)+n+1> _
:(n+1)2n2+n+6n+6 (5 %)

6

Most alakitsuk (**) jobb oldalat.

(m+1D(n+2)2n+3) (n+1)(2n?+4n+ 3n +6)

6 6

ez pedig megegyezik (***)-gal.
Mivel az allitas teljesiil n = 1 esetén (A.), valamint a tulajdonsag 6rokls-

dik (B.), (*) minden n természetes szam esetén fennall. |

3.1-3. n(n+1)(n+2)

1-242-34+...+n(n+1)= 3

(%)
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Megoldas.

1-2-3
A.n=1esetén 1-2=

=1-2, igy (*) teljesiil.
B. Belatjuk, hogy a tulajdonsag 6roklédik. Feltessziik, hogy (*) teljesiil,

és megmutatjuk, hogy ebbdl kovetkezik az allitas n + 1-re is.
n + 1 esetén az allitas igy szol:

(n+1)(n+2)(n+3)

1-242-3+...+nn+1)+(n+1)(n+2)= ) (%)
A bal oldalba behelyettesitjiik (*)-ot.
+1)(n+2
1-2+2~3+...+n(n+1)—|—(n+1)(n—|—2):n(n )(n )—i-(n—l—l)(n—i-Q):

ami tovabb alakitva kiadja (**)-ot.

) _ (n+1)(n+2)(n+3)

=+ 1)n+2) (5 +1 ;

3

Mivel az allitas teljesiil n = 1 esetén (A.), valamint a tulajdonsag 6rokls-

dik (B.), (*) minden n természetes szam esetén fennall. |
3.1-4.

2 02 2 1

33 7 3 3

b. 1+3+5+...+2n—1)=n?

Megoldas.
a.
2 2 4 2oL (*)
3 32 3n 3
nzlesetén:gzl—lz2
3 3 3
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Tegyiik fel, hogy (*) n-re igaz, belatjuk, hogy ekkor n + 1-re is igaz.

2 2 2., 2 (1 2 _ . 3+2 1
R A T R G T A T S T B T

1+345+...+(2n—1) =

n =1 esetén: 1 =12

Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allit4s, megmutatjuk, hogy ekkor n + 1-re is
igaz.

1+3+45+...+2n—-D+2n+ 1) =n’+2n+1=(n+1)>2

-~

3.2. Logika

3.2-5. (Lasd [6), 1.1.13. alpont, 15. oldal]) Pozitiv egészeket tekintve,

jeldlje P(z), E(xz), O(z) illetve D(z,y) rendre azt, hogy = prim, paros,
paratlan, illetve, hogy = oszt6ja y-nak. (D(z,y) tehat azt is jelenti,

hogy y t6bbszérose z-nek.)

a. Forditsuk le magyar nyelvre az alabbi formulakat. Allapitsuk

meg, hogy igaz-e az allitas.

b. Tagadjuk a formulakat formalisan.
c. Tagadjuk a formulakat kéznyelvileg. Allapitsuk meg, hogy

igaz-e az allitas tagadasa.

(1) P(7);
(2) (EQ2) A P(2));
(3) (vz(D(2, ) E(x)));
(4) (Gx(E(z) (967 );
(5) (Vz(-E ( )

(6) (Va(E(z) = (¥ (

(7) (vz(P(z) = (3y(
(8) (Vz(O(x) = (Vy ()

(9) (Ba(E(@)AP () N=Cz(E(@)AP(@)ACy(x # yNE(W)AP(Y)))))))-

Megoldas.

(1)

a. 7 prim. (Igaz.)

b. =P(7),

c. 7 nem prim. (Hamis.)

(2)
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a. 2 paros prim. (Igaz.)
b. ~(E(2) A P(2)),
c. 2 nem péros prim (tehat 2 nem péros, vagy nem prim). (Hamis.)
(3)
a. Minden z esetén, ha 2|z, akkor x paros. (Igaz.)
b.
~(V2(D(2,2) = E(x)))

c. Nem minden x esetén igaz, hogy ha 2|z, akkor x paros. (Van olyan z,
amelyre 2|z, de z nem paros.) (Hamis.)
(4)
a. Létezik olyan paros z, amelyik osztdja a 6-nak. (Igaz.)
b.
~(3z(E(z) A D(x,6))),

c. 6-nak nincsen paros osztoja. (Hamis.)
(5)
a. Minden z esetén, ha x nem paros, akkor 2 nem oszt6ja z-nek. (Igaz.)
b.
~(Ve(~E(z) = =D(2,1)))

c. Nem igaz minden z-re, hogy ha x péaratlan, akkor 2 nem osztéja z-nek.
(Van olyan paratlan z, amelyre 2 oszt6ja x-nek.) (Hamis.)

(6)

a. Barmely paros szam barmely tobbszorose paros. (Igaz.)

b.

(=Va(E(z) = (Vy(D(z,y) = E(y)))))

¢. Nem minden paros x esetén péaros az az y, amelyiknek x osztoja. (Ha-
mis.)

(7)

a. Minden x prim esetén létezik olyan paros y, amelyiknek x osztdja.
Masként: Minden primnek van paros t6bbszorose. (Igaz.)

b.

(=vaz(P(z) = (Fy(E(y) A D(z,9)))))

c. Nem igaz minden prim x esetén, hogy létezik olyan paros y, amelyiknek
x osztoja. (Hamis.)
(8)
a. Minden péaratlan = esetén minden prim y-ra x nem osztéja y-nak. Més-
ként: Paratlan szdimnak nincs prim tobbszorose.(Hamis.)
b.
(=Vz(O(x) = (Vy(P(y) = —D(z,y)))))
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c. Nem igaz minden paratlan x esetén minden prim y-ra, hogy =z nem
osztoja y-nak. (Igaz.)

(9)

a. Létezik olyan x, amelyik paros és prim, és nem igaz az, hogy paros és
prim z-hez létezik paros és prim y, amelyik nem egyenls x-szel. (Igaz.)

b.

(=(Cz(E(z) A P(x))) A (=G (E(x) A P(z) A Cy(x # y A E(y) A P(y))))))))
c. (Hamis.)

3.2-6. (Lasd [6, 1.1.14. alpont, 15. oldal]) Az embereket tekintve,
jeldlje J(z), B(x), U(x), I(x), E(x), P(x), K(x), N(z), H(z,y) illetve
T(z,y) rendre azt, hogy z jogasz, biré, ligyeskedd, idds, életerds,
politikus, képviseld, ndg, illetve hogy r hazastarsa y-nak valamint
hogy z tiszteli y-t. Formalizaljuk az alabbi allitasokat:

(1) minden biré jogasz;

(2) vannak iigyeskedd jogaszok;

(3) nincs tligyeskedd biro;

(4) bizonyos birék idések, de életerdsek;

(5) d biré sem nem idés, sem nem életerds;

(6) a birok kivételével minden jogasz iigyeskedd;

(7) néhany jogasz, aki politikus, képviseld is;

(8) egyetlen képviseld felesége sem idds;

(9) minden idés képvisels jogasz;

(10) van olyan nd, aki jogasz és képviseld;

(11) minden olyan nd, aki jogasz, tisztel néhany birot;

(12) bizonyos jogaszok csak birokat tisztelnek;

(13) van olyan biro, aki tisztel néhany ndét;

(14) bizonyos iigyeskeddk egyetlen jogaszt sem tisztelnek;

(15) d bir6 egyetlen tligyeskeddt sem tisztel;

(16) vannak jogaszok és iigyeskeddk is, akik tisztelik d birét;

(17) csak birok tisztelnek birdkat;

(18) minden biré csak birokat tisztel;

(19) minden ndés képviseld életerds;

(20) azok a jogaszok, akiknek életerds feleségiik van, mind kép-
viselgk.

Megoldas.

(1)
(Va(B(z) = J(x)))
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(2)
(Fz(U(z) A J(2)))
(3)
(—3z(B(z) AU(2)))
(Va(B(z) = ~U(z)))
(4)
(Bx(B(z) N I(x) AN E(z)))
(5)
(B(d) A=I(d) N —E(d))
(6)
(Va((J(z) A =B(z)) = U(z)))
(7)
(Fx(J(z) A P(x) AN K(x)))
(8)

(Vavy((K(z) A N(y) A H(y,z)) = —1(y)))

Vagy maésként:

=323y (K (z) AN(y) A H(y,z) AN (y)))

(9)
(Ve ((K(x) AN(z)) = J(x)))
(10)
(Fx(N(z) A J(z) AN K(x)))
(11)
(Va((N(z) A J(z)) = Fy(By) AT(z,y))))
(12)
(Fz(J(z) AT (2, y) = B(y))))
(13)
(3z(B(z) A Jy(N(y) AT (z,y))))
(14)
(Fz(U(x) AVy(J(y) = T(z,y))))

(15)

(B(d) AVz(U(z) = ~T(d, z)))
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(16)
(B(d) A (Fz(J(x) NT(z,d))) A (Bz(U(x) AT (z,d))))

(17)

V(@) (VW) ((B(y) AT (2,y)) = B(x))))
(18)

(V(2)(v(v)((B(z) AT (2,y)) = B(y))))
(19)

(Ve ((K(2z) AJy(N(y) A H(z,y))) = E(x)))

(20)

(Va((J(x) A3 (N(y) A E(y) A H(z,y)) = K(2))))

3.3. Halmazok

3.3-7. Az alabbi halmazok k&ziil melyek egyenléek egymassal?
A={-1,1,2}, B={-1,2,1}, C=1{0,1,2}, D={2,1,—-1,-2},
E ={xcZ|z* =4 vagy 2* = 1}.

Megoldas.
A=B, D=EF. u

3.3-8. Az alabbi allitasok koziil melyik igaz, és melyik nem igaz?

a. 2 € {2,3,4} b.2€{2} ¢ {2} €{2,3,4} d. {2,3} € {1,2,{2,3}}
e. {1,2} €{1,2,3,4} f. 1€{1,2} g {1,2} € {{1,2},1}

Megoldas.
a. Igaz, b. igaz C. nem igaz, d. igaz,
e. nem igaz, f. igaz, g. igaz.

3.3-9. Adjuk meg az alabbi halmazokat felsorolassal is.
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a. {zlx €Z és 2<uz <5}
b. {z|z a hét napja és k-ra végzdidik}
c. {z|]reR ész?=1}

Megoldas.

a. {3,4}

b. {csiitortok, péntek}
c. {-1,1}

3.3-10. Hogyan adhatnank meg az alabbi a halmazokat valamilyen
méas mddon is?

a. {0,2,4,6,8,...} b.{...,-2,-1,0,1,2,...}
c. {0,1,2,3} d. {0,3,6,9,...}
Megoldas.

A péros nem negativ egész szamok halmaza;

a.
b. az egész szamok halmaza;
c. {z|x egész szam és 0 < z < 3};
d. a 3-mal oszthaté nemnegativ egész szamok halmaza.
|
3.3-11. Legyen
R={z:0<x<6, 2=2k+1, ke N}, T={zx:0<z<6, x=2k kecN}

S={x:2?—7r+10 =0}, W ={2,4,5}.

Adjuk meg az aladbbi halmazokat:
RUT, RUS, RNS, SNT, R\T, R\S, T\W.

Megoldas.
R ={1,3,5}, T ={2,4}, S ={2,5},
és igy
RUT ={1,2,3,4,5}, RUS={1,2,3,5}, RN S = {5},
SNT = {2}, R\T =R, R\ S = {1,3},

T\W = 0.
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3.3-12. Milyen 0Osszefiiggés van az aliabbi harom halmaz ko6z6tt?

a. N = {természetes szamok}
b. N’ = {a természetes szamok halmaza}
c. N" ={N}

Megoldas. N" = N', N € N'. ]

3.3-13. Az A halmazt definidljuk a kévetkezé mdédon:
A = {2008-ban Budapesten sziiletett ikerparok}.

Kati és Jancsi ikrek, akik Budapesten sziilettek 2008-ban. Igaz-e,
hogy Jancsi € A?

Megoldas. Nem, hiszen az A halmaznak ikerpdrok az elemei. [ |

3.3-14. Az el6bbi feladatban definidlt A halmazra az alabbi Gssze-
fiiggések koziil melyik igaz?

a. {Kati, Jancsi} € A,

b. {Kati, Jancsi} C A,

c. {(Kati, Jancsi)} C A

Megoldas. b. nem igaz, mert a bal oldali halmaznak Kati és Jancsi az elemei,
a jobb oldalinak azonban ikerpérok.

Ha donteni akarunk arrél, hogy a. vagy c. igaz, meg kell allapodnunk
abban, hogy hogyan jel6ljitk az ikerparokat. Ha tgy doéntiink, hogy kételemii
halmazokkal jeloljiik, akkor a. igaz, c. nem. T6bb informéaciét tartalmaz azon-

ban az, ha az ikerparokat az (a, b) rendezett par jeloli (a a korabban sziiletett

ikergyerek). Ekkor a. nem igaz, c. igaz. [ |

3.3-15. Igaz-e, hogy 0 = {0}?

Megoldas. Nem igaz, mert a bal oldali halmaznak nincsen eleme, a jobb

oldalinak azonban van egy eleme, nevezetesen az iires halmaz. [ ]
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3.3-16. Keressiink olyan A, B, C halmazokat, melyekre
AN B #10, ANnC=0 & (ANB)\C=0.

Megoldas. Ilyen halmaz nincsen. Ugyanis ha

reANB—-a2¢C—xze(ANB)\C.
Ez pedig ellentmondés. u

3.3-17. Legyen
A= {p()
B = {q(x)
r(z) = p(z)q().

polinom gydkei},

polinom gyd6kei} és

Hogyan fejezhetjiik ki r(x) gyokeit A-val és B-vel?
Megoldas.
C = {r(x) polinom gydkei} = AU B. |

3.3-18. Adjunk meg olyan s(x) polinomot, melynek gybkei D halma-
zara D = AN B, ahol A és B az el6z6 feladatban adott halmazok.

Megoldas.
Példaul s(z) = p*(z) + ¢*(z). ]

3.3-19. Bizonyitsuk be, hogy ANBCC <<= ACBUC.

Megoldas. Nézziik elGszor az egyik irdnyt:

ANBCC = ACBUC.
r€A xe€B — zx€C — xze€BUC,
rcA, r¢B — z€B — z€BUC.

Nézziik most a masik irdnyt:

ACBUC = ANBCC.
r€ANB -z €A é x2€B — xcAé x¢B—-zeC.
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3.3-20. Igaz-e, hogy AA(BAC) = (AAB)AC?

Megoldas.

Igaz, tehat a szimmetrikus differencia asszociativ.

Ha Venn diagramon abrézoljuk, akkor az (3.1l &bran lathat6 halmazt kap-
juk. Figyeljiik meg, hogy a kozepe, a harom halmaz metszete is benne van
az eredmény halmazban. (Haromfilid nyal és a kdzepe.) Bizonyitdshoz vizs-
galjuk meg a bal és a jobb oldalon azokat az eseteket, amelyekben valamely
x € AU BUC elem csak az egyik halmazban szerepel, amikor pontosan két
halmazban szerepel, illetve amikor mindharom halmaznak eleme.

A B

3.1. abra. AA(BAC) = (AAB)AC, a szimmetrikus differencia asszociativ.

3.3-21. Igazoljuk, hogy

AAN(AAB)=B

Megoldas.
1. megoldds. Felhasznaljuk, hogy a szimmetrikus differencia asszociativ:

AAN(AAB)=(AANAAB=0AB=B

2. megoldds.
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r€B, xgA—-rcAAB -z AN (AAB)
teB, zcA—2gAANB—zeAN(AANB)
r¢B reA—-zecAAB -z ZAN(AAB)
t¢B rédA—>a2gAAB >z ¢ AN(AAB)

Tehét minden x elem pontosan akkor eleme a bal oldalnak, ha eleme a jobb

oldalnak. [}

3.3-22. Igazoljuk, hogy:
AAB=C <<= BAC=A < C(CAA=B

Megoldas. Belatjuk, hogy
AAB=C = BAC=A
Legyen
AAB=C

Mindkét oldali halmazzal és B-vel végezziik el a szimmetrikus differenciat.
(AAB)AB=CAB.

Ebbsl
A=CAB.

Az allitas t6bbi része hasonloan bizonyithato. [ ]

3.3-23. Legyenek A, B tetszdlegesen adott halmazok, X pedig kere-
sett halmaz.

a. Lassuk be, hogy az AA X = B egyenlet egyértelmiien megold-
haté.

b. Lassuk be, hogy az AU X = B egyenlet esetén az el6bbi allitas
nem mindig igaz.

Megoldas.
a. A 21l példa szerint A A B mindig megoldédsa az egyenletnek. Megmu-
tatjuk, hogy a megoldas egyértelmd. Legyen X7 megoldés, ekkor

AANX, =B.
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Vegyiik mindkét oldal szimmetrikus differencidjat A-val.
AN(ANX,)=AAB.

Ebbol
(AAA)A X, =AAB,

amibdl

X1 =AAB.

b. Ha példaul a B halmaz részhalmaza az A halmaznak, akkor nincs
megoldésa a halmazegyenletnek. Ha az A halmaz valodi részhalmaza a B
halmaznak, akkor t6bb megoldas is lehet, példaul X = B, valamint X = B\ A
mindegyike kielégiti az egyenletet.

A B

3.2. abra. Az AU X = B egyenletnek a bal oldali 4bran nincs megoldasa, a jobb oldalin tébb
megoldésa is van.

3.3-24. Irjuk fel A és N segitségével az alabbi kifejezéseket.
a. A\ B b. AUB

Megoldas.
Lasd al3.3. abrat.

a. A\B=(AAB)NA=AA(ANDB)
b. AUB = (AAB)NA)A(ANB)A((AA B)N B) = (ANB)A(AAB)

3.3-25. Irjuk fel A és U segitségével az az alabbi kifejezéseket.
a. ANB b. A\ B
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3.3. abra. A részhalmazok A és N segitségével vald elgallitasa. (24. példa)

Megoldas.

a. ANB=(AUB)A(AAB)

b. A\B=(AUB)AB

3.3-26. Fejezziik ki a \ és A halmazmiiveletek segitségével az AU B
és AN B halmazokat.

Megoldas.
AUB = (A\B)AB
= (AAB)A(A\(A\ B))
ANB = A\ (A\B)
= A\(AAB)
= (A\B)AA

3.3-27. Lassuk be, hogy A\ B-t nem lehet kifejezni N és U segitsé-
gével.
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Megoldas. A-bél és B-b&l N és U segitségével csak A, B, AUB és ANB
allithato els. Ha példaul A = B # (), akkor A \ B nem allithato el a kivént

modon. ]

3.3-28. Lassuk be, hogy A U B-t nem lehet kifejezni N és \ segitsé-

gével.

Megoldas. Két halmaz metszete illetve kiilonbsége részhalmaza az eredeti-

nek. Minden 1épésben valamelyik kiindulasi halmaznak részhalmazat kapjuk.

AUB azonban nem mindig olyan, hogy AUB C A illetve AUB C B fennéllna.
[ ]

3.3-29. Az alabbi allitasok koziil melyik teljesiil minden A, B, C
halmaz esetén?

a. Ha Ae B és Be C akkor A e C.

b. Ha AC B és B e C akkor A e C.

c. Ho ANBCC é AUC C B akkor ANC = 0.
d. Ha A# B és B # C akkor A # C.

e. Hao ACBUC és BC AUC akkor B = (.
Megoldas.

a. Nem igaz. Legyen példaul A =0, B = {0} és C = {{0}}. Ekkor teljesiil a
feltétel, de A ¢ C.

b. Nem igaz. Legyen példaul A = {1}, B = {1,2} és C = {0,{1,2}}. Ekkor
teljesiil a feltétel, de A ¢ C.

c. Igaz. Tegyiik fel indirekt modon, hogy nem igaz az allitas, és van olyan x
elem, amelyre x € ANC. Ebbélz € AUC -z € B —-x€ ANB -z € C
lenne, ami ellentmondas.

Nézziik meg illusztralasként az (3.4, abrat.

d. Nem igaz. Legyen példaul A = C # B.

e. Nem igaz. Legyenek példaul A, B, C diszjunkt, de nem iires halmazok.

Nézziik meg ellenpéldaként az 3.5, dbrat.
|

3.3-30. Hozzuk egyszertibb alakra a kévetkezd kifejezést:

(AU(ANB)U(ANBNC)N(AUBUCQ)
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| l
3.4. abra. Illusztracié a 29.c. példahoz.
A
B
Q C

3.5. abra. Ellenpélda a 29.e. példahoz.

Megoldas. Az elnyelési tulajdonsagok miatt

(AU(ANB)UANBNC)N(AUBUC) = A
A

A

BN

3.3-31. Igazoljuk az alabbi 6sszefiiggést:

(AUB)N(AUC)N(BUC) = (ANB)U(ANC)U(BNC)

27
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Megoldas. A bal oldalt alakitjuk és alkalmazzuk a disztributivitasi szaba-
lyokat.

(AUB)N(AUC) N (BUCQC) =
( uBNC) N (BUC) =
N(BUCO)) Uu (BNC)Nn(BUCQC)) =
\—v—’
(ANB)U(ANC) U (BNCO)
Es igy megkapjuk a jobb oldalt. ]

3.3-32. Bizonyitsuk be a kévetkez6 de Morgan-azonossagokat:

a. ANB=AUB b. AUB=ANB

Megoldas.
a. Lasd a 3.6. 4brat.

3.6. abra. AN B = AU B. (32la. példa.)

Megmutatjuk, hogy a bal oldal minden eleme eleme a jobb oldalnak is.
r€ANB -2 ¢gANB wxZ Avagyr € B -z € Avagyx € B— x ¢ AUB

Belatjuk, hogy a jobb oldal mindegyik eleme eleme a bal oldalnak is, s igy a
két oldalon 4ll¢ halmaz ugyanaz.

r€AUB wxcAvagyr€B —-x g Avagyr € B -2 ¢ ANB —-x € ANB
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3.7. Abra. AU B = AN B. (32.b. példa.)

b. Lasd al3.7. abrat.
Az el6z6h6z hasonlé gondolatmenettel bizonyitunk.

rEAUB -2 € AUB »x¢gAésrdB—-xcAészxeB—-xcANB

r€ANB—zc€AésreB—-rgAéesrgdB—-2¢AUB—x€ AUB

3.3-33. Lassuk be, hogy A\ B=ANB.
Megoldas. A definiciokra tamaszkodva lathato, hogy igaz az allités. ]
3.3-34. Lassuk be az alabbi allitasokat:

a. A\(BNC)=(A\B)U(A\C)
b. A\ (BUC)=(A\B)\C

Megoldas. Felhasznaljuk al33. példa allitasat és a de Morgan azonossagokat
(32 példa).
a. A bal oldalt alakitva megkapjuk a jobb oldalt.

A\(BNC) = AN(BNC) = AN(BUC) = (ANB)U(ANC) = (A\B)U(A\C).
b. Ismét azonos atalakitasokkal jutunk a bal oldalbél a jobb oldalhoz.

A\ (BUC)=ANBUC =AN(BNC)=(AnNB)NC = (A\ B)\C.
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3.3-35. Milyen osszefiiggés van az alabbi halmazok kézott?
(A\B)U(A\C)U(A\ D) és BNnCnND.

Megoldas. Felhasznaljuk, hogy A\ B = AN B. (Lasd a33. példat.) Alkal-
mazzuk az egyik disztributiv azonossagot és de Morgan-azonossagot is. Az
els6 kifejezést alakitjuk.

(A\B)U(A\C)U(A\D) = - B N
= (ANB)U(ANC)U(AND)
= AN(BUCUD)
= AnBNnCnND
= A\(BNnCND)

3.3-36. Bizonyitsuk be, hogy

(ANBUC)NAUBUC =AUBUC.

Megoldas. A de Morgan-azonossagok alkalmazaséaval alakitjuk a bal oldalt:

ANBUCUAUBUC =
(ANBNC)UAUBUC
= AUBUC

Legyen H alaphalmaz. Az E C H tetszbleges részhalmaz karak-
terisztikus fiiggvénye:

() = 1, ha rx € F és
=0, hazeH\E.

3.3-37. Legyen A, B C H, f és g pedig sorban a karakterisztikus
fiiggvényeik. Mik lesznek a kévetkezs részhalmazok karakterisztikus
fiiggvényei?

A, ANB és AU B.
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Megoldas.
részhalmaz karakterisztikus fliggvény
A 1—f
ANB f9
AUB f+g9-1-9g

3.3-38. Legyen FE tetszdleges halmaz, és |E| = n. (|E| az E halmaz
elemeinek a szamat jeloli.) Lassuk be a karakterisztikus fiiggvény
segitségével, hogy F részhalmazainak a szama 2".

Megoldas. Az E mindegyik részhalmazahoz egyértelmien hozzatartozik ka-
rakterisztikus fiiggvénye, amelyik n helyen van értelmezve és mindegyik he-
lyen 0 vagy 1 értéket vesz fel. Forditva, egy n helyen értelmezett 0 vagy 1
értéket felvevd fliggvény az F valamelyik részhalmazanak a karakterisztikus
fliggvénye.

Az E részhalmazait tehat Ggy is Osszeszamlilhatjuk, hogy a fenti tulaj-
donsagu fliggvényeket szamoljuk meg.

n helyen értelmezett 0 vagy 1 értéket felvevs filiggvény 2™ darab van,
mert mind az n helyre a két lehetséges érték valamelyikét irhatjuk, s mivel a
valasztasok egymastol fiiggetlenek, a lehetGségek szama Gsszeszorzodik:

2.9....9=9n

3.3-39. Hany pozitiv egész szAm nem oszthato egynél nagyobb négy-
zetszammal, sem 10-nél nagyobb primszammal?

Utmutatds. Keressiink olyan szamokat, amelyek megfelelnek a
feltételnek, és olyanokat, amelyek nem.

Megoldas. A feltételnek megfelel példaul az 1,2,3,5,6,10, nem felel meg
tobbek kozott a 4,9, 11.

Egy megfelels szam osztoi az 1,2,3,5,7 lehetnek. A {2,3,5,7} halmaz
mindegyik részhalmazéhoz egy olyan szam tartozik, amelyik a feladatnak

megfelel. Példaul a {2,3,5} részhalmaznak a 2-3 -5 = 30 szam felel meg,
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az lres halmaznak az 1. A {2,3,5,7} 4 elemd halmaz részhalmazainak a

szama 2%, tehat 2% = 16 ilyen szam van. |

3.3-40. Adjunk meg tetszdleges n pozitiv egész szadmhoz olyan n
elemii A, halmazt, amelyre z, y € A, esetén a kivetkezdk koziil
pontosan az egyik teljesiil: T €y, Yy Ex, x=1y.

Megoldas. Legyen
Al = {@}, Apy1 =AU {An}

Igy a kovetkezs halmazsorozatot kapjuk, amelyik mindegyik eleme teljesiti a
feltételt:

{03, {0,{0}}, {0,{0},{0,{0}}}

3.3-41. Legyen A = {a nem negativ egészek}, B = {paros szamok}.
Konstrualjunk bijektiv leképezést az A és B halmazok kozott.

Megoldas. Tekintsiik példaul a kivetkezd leképezést. Ha 2|a akkor legyen
b := a, ha pedig 2 { a, akkor legyen b := —a — 1. [ |

3.3-42. Konstrualjunk bijektiv leképezést két tetszdleges sikbeli sza-
kasz kozott.

Megoldas.

A 3.8l abran lathato a és b szakaszok esetén megkerestiik azt a hasonlosagi
pontot, amelyikbgl b az a-ba megy at. b végpontjainak a végpontjai felelnek
meg, b tetszéleges belsé pontjanak képét a hasonlésiagi pontbol huzott vetits
egyenes jeloli ki.

Ha a és b egy egyenesbe esnek, eltoldssal, elforgatassal az abran 1év6hoz

hasonl6 helyzetbe hozhatoak. .

3.3-43. Hany sziirjekcioja létezik egy haromelemi halmaznak egy
kételemid halmazra?

Megoldas. Osszesen 6. Ezt két kiilonb6z6 modon is belathatjuk.
a. Osszesen 23 leképezés 1étezik, ebbsl ketté nem sziirjekcio, igy 22 —2 =6
szirjekcié van.
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3.8. abra. Két sikbeli szakasz kozdtt bijektiv leképezés létesitése. (42 pelda.)

b. Haromféleképpen lehet azt a két elemet kivalasztani, amelyiknek ugyanaz
a képe. A kép maga kétféle lehet. Fz Osszesen 3 - 2 = 6 lehet6ség. Ezutan a

harmadik elem képe mér egyértelmiien adodik. ]

3.3-44. Hany injekcidja létezik egy haromelemii halmaznak egy ké-
telemt halmazra?
Megoldas. Nulla. ]

3.4. Relaciék és fiiggvények

3.4-45. Keressiink olyan relaciét, amely az alabbi tulajdonsagi.

Reflexiv, de nem tranzitiv.
Antiszimmetrikus és reflexiv.
Antiszimmetrikus és nem tranzitiv.
Nem reflexiv, nem tranzitiv.

Reflexiv, nem tranzitiv, szimmetrikus.

Nem tranzitiv, de trichotém.

® -2 20 TP

A kovetkezdk egyike sem igaz ra: reflexiv, szimmetrikus, anti-
szimmetrikus, tranzitiv, trichotéom.
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Megoldas.
a. Tekintsiik valamely sik kéreinek A halmazat. Két kor legyen R relacioban,
ha van kézos pontjuk.

Ki,Koe A, Ki{RK> < van kbzos pontjuk.

b. A pozitiv egész szamok N1 halmazaban két szam akkor legyen R relécio-
ban, ha az els6 osztdja a méasodiknak.

a,be Nt aRb< alb.

c. Tekintsiik valamely sik koreinek A halmazat. Két kor legyen R relaciéban,
ha van koz0s pontjuk, és az els6 kor sugara kisebb, mint a masodiké.

Ki,Ks € A, Ki1RK>s < van kozos pontjuk és K; sugara < Kj sugara.

d. Tekintsiik valamely sik egyeneseinek A halmazat. Két egyenes legyen R
relaciéban, ha egy kézos pontjuk van.

e1,e0 € A, ejRey & egy kozos pontjuk van.

e. Tekintsiik a foldon pillanatnyilag é16 emberek A halmazat. Két ember
legyen R rel4dcidéban, ha ismerik egymast.

emy,emg € A, emjRemsg < ismerik egymaést.

f. Gondoljunk a "ké-ollo-papir" gyerekjatékra, amelyben a k& legydzi az ol-
16t, az ollo legydzi a papirt, a papir pedig legydzi a kovet. (Lasd a [3.9
abrét.)

k6 ollo
-

papir

3.9. abra. Illusztracié a45.f. példahoz.

Legyen A = {k¢, ollo, papir} és a relaciohalmaz
R = {(k&, ollo), (ollo, papir), (papir, ké)}.

Ugyanehhez a relacidhoz vezet a kovetkezs: harman iilnek egy kerek asztal
koriil, és aRb, ha a jobboldali szomszédja b.
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g. Legyen A = {1,2,3} és a relacichalmaz

R= {<17 2)7 (2a 1)? (27 3)}
(Lasd al3.10. abrat.)

2
o> O

3.10. abra. Illusztraci6 a45.g. példahoz.

’ \ Reflexiv \ Szimmetrikus \ Antiszimmetrikus | Tranzitiv | Trichotom

a. + + — — —
b. + — - - =
c. - — - — -
d. - + — — -
c. + + — — -
f. - - - - +
g - - - - =

3.4-46. Definidljunk Z-n két relaciot az alabbi médon, és vizsgaljuk
R, és R, tulajdonsagait.

rRyy, ha 22 + y? oszthaté 2-vel, (z, y € Z).

rRoy, ha y? — 22 oszthaté 2-vel, (z, y € Z).

Megoldas. A két relaciéo megegyezik. R; = Rp reflexiv, szimmetrikus, tranz-

itiv, nem antiszimmetrikus, nem trichotéom, mert példaul 2 { 52 4 22, [

3.4-47. Az R C N x N relaciot a kévetkezdképpen definialjuk:
n, m € N esetén nRm < n és m k6z6s primosztdéinak a szama paros.

Vizsgaljuk meg, hogy R reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv, antiszim-
metrikus, illetve trichotom-e.
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Megjegyzés. A nulla is paros szam.

Megoldas.

i. Nem reflexiv. Példaul (3,3) ¢ R, mert 3-nak egy primosztoja van.
ii. Szimmetrikus.

iili. Nem tranzitiv. Példaul
(2:3-5)R(2-3-7) & (2:3-TR(3-7), de

(2-3-5)R(3-7).

iv. Nem antiszimmetrikus. Példaul 3 és 5 kozos primosztoinak a szdma nulla,
ami miatt relaciéban vannak, igy

3R5 és 5R3, de 3 # 5.

v. Nem trichotom, mert példdul 3 és 3 - 5 nincsenek relaciéban.

3.4-48. Az N x N halmazon definidljunk egy R relaciét a kévetkezd
modon:

(my,m1), (ma,n2) € NX N, (mq,n1)R(ma,n2) < mq < my és ny < na.

Mutassuk meg, hogy R részbenrendezés.

Megoldas. Meg kell mutatnunk, hogy R reflexiv, antiszimmetrikus és tranz-
itiv. Lasd a 3.11. abrat.

3.11. abra. Illusztracio a 48. példahoz.
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i. Reflexiv, mert: (mi,n1) € N x N esetén m; < mj és ny < ny, és igy
(my,n1)R(mi,n).
ii. Az antiszimmetria is teljesiil. Tegyiik fel, hogy (m1,n1), (me, n2) € NxN,
és
(my,n1)R(ma,n2), amibdl m; < mg és n; < ng,
valamint
(ma,n2)R(m1,m1), amibsl mo < my és ng < ny.
Ebb6l my = ma, n1 = ng, és igy valoban (my,ny) = (ma,na).
ili. A tranzitivitas is fennall. Tegyiik fel ugyanis, hogy
(m17n1)7 (m27 TLQ), (m37n3) € N x N7 és
(m1,n1)R(ma,n2), valamint  (ma,na)R(ms,n3).
Az els6 feltételbsl mq < mo és n; < ng, a masodikbdl mo < mg és

no < ng, amibsl my < mg és n1 < ng, tehat valéban

(my,n1)R(ms,n3).

3.4-49. Mutassuk meg, hogy az el6bbi példaban az R relacioval rész-
benrendezett N x N halmaz minden nem iires részhalmazanak van
minimalis eleme. Hogyan kereshetjiik meg?

Megoldas. Az (egyik) minimalis elemet megtalalhatjuk példaul a kovetkezs
stratégiaval: keressiik meg azokat az (m,n) parokat, melyekre m minimalis,

majd ezek koziil keressiik meg azt, amelyikre n minimalis.
]

3.4-50. Az {1,2,3} halmazon keressiink két olyan relaciét, melyek
szimmetrikusak, de a szorzatuk nem szimmetrikus.

Megoldas. Legyen példaul Ry = {(1,1),(3,3)}, Rz = {(1,2),(2,1)}. Ekkor
—al2.5. alpontban szerepld relacidszorzat jel6lésnek megfelelGen —

R3 = Rio Ry ={(1,2)}.
R és Rg szimmetrikusak, a szorzatuk azonban nem az. (Lasd az3.12. abrat)

3.4-51. Mutassuk meg, hogy ha R és S szimmetrikus relaciok az A
halmazon, akkor a kovetkezé feltételek ekvivalensek:
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3.12. abra. A 50l példa relacioi.

a. Ro S szimmetrikus,
b. RoS=S0oR.

Megoldas. A 2.5l alpontban szerepld relacioszorzat jeldlést alkalmazzuk.

i. Tegyiik fel, hogy Ro S szimmetrikus. Legyen a, ¢ € A. Ekkor az alabbiak
ekvivalensek.
aRo Sc

1
cRo Sa.

)
db € A: cRb, bSa

R és S szimmetridja miatt

!

bRc, aSb
I
aS o Re
és igy valéban
RoS=S50cR.
ii. Most tegyiik fel, hogy Ro S = So R. Legyen a, ¢ € A. Ekkor az alabbiak
ekvivalensek.
aRo Sc
)
aS o Re.

!
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db € A:aSh, bRc

R és S szimmetridja miatt

!
bSa, cRb

!
cRo Sa
és igy valoban R o S szimmetrikus.
|

3.4-52. Legyen R C A x A. Vizsgaljuk meg hogy az R~! o R rel4cio6
reflexiv, szimmetrikus, illetve tranzitiv-e.

Megoldas. A 2.5. alpontban szerepl§ relacioszorzat jellést alkalmazzuk. Az
R relacio R™! inverze definicio szerint a kovetkezé halmaz:

RY'CAxA,  (a1,a2) € R (ag,a1) € R

a,bc A, aR 'oRb
!

3z € A: aR 'z, zRb.

!
xRa, xRb

i. Nem feltétleniil reflexiv. aR™! o Ra nem feltétleniil teljesiil minden a € A
esetén. Ha ugyanis a olyan, amelyre 2z : xRa, akkor a nincs 6nmagaval
R~! o R relacioban.

ii. Szimmetrikus.

aR"'oRb < 3JxeA: zRa, zRb.

)
bR"'oRa <« 3JxeA: xRb, zRa.



40 3. Példak

iii. Nem feltétleniil tranzitiv. A tranzitivitas fennéllasa azt jelentené, hogy

a,bce A, aR'oRb, bR"'oRc — aR 'oRec

Vagyis
aR"'oRb — 3Jxe€A:xzRa, xRb,
bR1oRe — 3JyeA:yRb, yRe,
aR"'oRe < 3z€A:zRa, =zRe.
Ha példaul

R ={(x,a), (z,0), (y,0), (y;0)},
R ={(a,2), (bz), (b,y), ()},
R Yo R ={(a,a), (a,b), (b,a), (b,b), (b,c), (c,b), (c,c)}.
Ekkor a a b-vel, b a c-vel R™! o R relaciéban van, azonban a a c-vel nincs.

3.4-53. Legyen
A = {2008 napjai}, B = {a 2008-ban a F5ldon sziiletett gyermekek}.
Definialjuk az alabbi relacidokat:

a. R CAxB, a€ A be B, aRb<s bgyermek az a napon sziiletett.
b. Re CBxA, a€A be B, bRa< bgyermek az a napon sziiletett.

Fiiggvény-e az R, illetve az Ry relacio?
Megoldas.
a. Nem fiiggvény, mert egy napon t6bb gyermek is sziiletett.

b. Fiiggvény.
|

3.4-54. Legyenek f: A — B, g¢g: B — C leképezések. Igazoljuk az
alabbiakat.

a. Ha f és g injektiv, akkor f o g injektiv.

b. Ha f és g sziirjektiv, akkor f o g sziirjektiv.

c. Ha f és g bijektiv, akkor f o g bijektiv.

Megoldas.
a. Tegyiik fel indirekt modon, hogy f o g nem injektiv. Ekkor da; # ao,

melyekre g(f(a1)) = b és g(f(az)) =b
Ha f(a1) = f(a2), akkor f nem injektiv. Ha f(a1) # f(az2), akkor g nem

injektiv.
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Ez ellentmondas, igy f o g injektiv.

b. Ha fog nem sziirjektiv, akkor dc € C', melyre ¢ nem képeleme fog-nek.

Mivel g sziirjektiv, 3b € B, ¢(b) = c.

A feltevés szerint b nem képe f szerint egyetlen a € A-nak sem, de ez f
szirjektivitasaval van ellentmondasban.

c. Ha f és g bijektiv, akkor injektiv és sziirjektiv, és a. és b. szerint fog

18 az.
]

3.4-55. Legyenek f: A — B, g: B — C leképezések. Lassuk be, hogy
ha

a. fog injektiv, akkor f injektiv.

b. fog sziirjektiv, akkor g sziirjektiv.

Megoldas.

a. fog injektivitasa azt jelenti, hogy a; # a9 esetén g(f(a1)) # g(f(az2)),
amibdl f(a1) # f(az2), tehat f injektiv.

b. Mivel f o g sziirjektiv, Vc € C-hez Ja € A : g(f(a)) =c¢

Legyen b := f(a), b € B. Igy Vc € C-hez 3b € B, hogy g(b) = ¢, tehét g

sziirjektiv. ™

3.4-56. Vizsgaljuk meg a koévetkezs relaciéo tulajdonsagait, s alla-
pitsuk meg, hogy fiiggvény-e. R C A x A, ahol A = {valamely sik
egyenesei}, és aRb (a,b € A), ha az a és a b egyenesek altal bezart
kisebb sz6g 60°.

Megoldas. Nem reflexiv, szimmetrikus. Nem tranzitiv, ugyanis aRb, bRc,
esetén aRc nem feltétlenil teljesiil. (Lasd a3.13. abrat.)
Nem fiiggvény.

3.13. abra. Nem tranzitiv a relacié. (56l példa.)
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|

3.4-57. Legyen A = {olyan egyenlGszaru haromszigek, amelyek-
nek az alaphoz tartozo magassaguk egyenld egy rogzitett m > 0
szammal}, B = {y|y > 0,y valés }.

Definialjuk az R C A x B relaciét a kévetkezéképpen:

aRb, a € A, b€ B, ha az a haromszog teriilete b.

Mutassuk meg, hogy R fliggvény, és vizsgaljuk meg ennek a fiigg-
vénynek a tulajdonsagait.

Megoldas. A relacié f: A — B tipusu fiiggvény, sziirjektiv, injektiv (ha az

egymassal egybevagd haromszogeket azonosaknak tekintjiik). ]
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4.1. Halmazok

4.1-58. Bizonyitsuk be, hogy
(ANB)UC=AN(BUC)<=CCA

Megoldas.
i. Tegytik fel, hogy C C A. Az egyenl6ség igy alakul

(ANB)UC=(ANB)U(ANC)
Mivel C C A, ezért ANC = C, s igy az egyenl8ség fennall.
ii. Most megmutatjuk, hogy ha az egyenlgség fennall, akkor C' C A. Le-
gven x € C. Ebbdl x eleme az egyenlség bal oldaldnak, de akkor a jobb

oldalnak is eleme kell legyen, s igy « € A, amibél valoban C C A. [ ]

4.1-59. Igazoljuk ismert azonossagok felhasznalasaval, hogy

(ANB)U(CND)=(AUuC)Nn(BUC)N(AuD)n(BUD)
Megoldas.

(ANB)U(CND)=((ANB)UC)N((ANB)UD) =
— (AUC)N(BUC)N(AUD)N (BUD)

4.1-60. Igazoljuk ismert azonossagok felhasznaliasaval, hogy

(ANCYu(BNC)U(ANB)NC =C
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Megoldas.

N
D
Q
C
Sy
D)
Q
C
N
D
o
D
Q
Il
N
C
Q
C
=
C
qw

UAUB)NC =

4.1-61. Az alabbiakban A a szimmetrikus differencia jele. Bizonyit-
suk be, hogy
a.

(A1N...NA)A(B1N...NB,) C (A1AB)U...U(A;AB;)U...U(A,ABy)
b.

(A1U...UA,)A(B1U...UBy) C (A1ABy)U...U(4;AB;)U...U(A,AB,)

Megoldas.

a.Haz e (A1N...NA,) A(B1N...NBy) akkor z € (A1N...NA,) és z &
(BiN...NBy),vagyx & (A1N...NA,) ésx € (ByN...NBy,). Tegylik fel,
hogy az els6 eset all fenn, tehdt x € (A1 N...NA,) ésax & (B1N...N By).
Ekkor x € A; Vi esetén, és Ji, melyre x ¢ B;. Ez utobbi i-re x € (A; A By),
tehat x eleme a jobboldalnak. A mésik esetben hasonléan lehet érvelni. m

4.1-62. Adjuk meg az alabbi halmazt az A, B halmazok és komple-
mentereik segitségével.

(ANB)U(ANB)

Megoldas.

(ANB)U(ANB)=(ANB)N(ANDB) =

=(AUB)N(AUB)=((AUB)NA)U((AUB)NB) =
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= (AN
= (BN

=

(BNA)U(ANB)U(BNB) =

U
UANB)=AUBU(ANB)

|

)

4.1-63. Hozzuk egyszertibb alakra a kdvetkezé kifejezést.

(ANB)U(ANB)U(ANB)U(ANB)

Megoldas.

(AN(BUB))U(AN(BUB))=(BUB)N(AUA)=HNH=H

4.1-64. Lassuk be, hogy

(ANB)\ (C\ D) = (A\(BUC)U((AND)\ B)

Megoldas. Alakitsuk el@szor a bal, majd a jobb oldalt.
A bal oldal:

(AnNB)\ (CND)=AnBNnCND=ANBN(CUD)
A jobb oldal:
(AN(BUC))U(ANDNB) = (AN(BNC))U(ANDNB) = ANBN(CUD)

Mindkét esetben ugyanazt kaptuk azonos atalakitasok utan, igy az egyenléség

fennall. [ |
4.1-65. Lassuk be, hogy

(ANBNC)U(ANBND)U(ANCND)U(BNCND) =

— (AUB)N(AUC)N(AUD)N(BUC)N (BUD)N (CUD)
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Megoldas. Alakitsuk a bal oldalt:

(AﬂBﬂC)U(AOBQD)U(AﬂCﬂD)U(BﬁCﬂD):
N =~ N~ =~ ~— = ~— S~
X Y X Z Y X Z X

Alkalmazzuk az (X NY)U (X NZ) =X N (Y U Z) azonossagot.

= (ANB)N(CUD))U((CND)N(AUB)) =
X1 Y1 Z1

Most az X1U (Y1NZ1) = (X1UY1) N (X1U Z1) azonossagot hasznaljuk
fel.

Az (X2NY2)UZ2=(X2UZ2)N(Y2U Z2) azonossagra tamaszkodunk.

=((AnB)U(CnNnD)N((CUuD)U(CND))N
CuD

(ANB)U(AUB))N((CUD)U(AUB)) =

AUB

—(ANB)U(CND))N(CUD)N(AUB)N((CUD)U(AUB)) =

AUB

= (AUC)N(AUD)N(BUC)N(BUD)N(CUD)N(AUB)
Megkaptuk a jobb oldalt, igy az egyenléség fennall. ]

4.1-66. Mutassuk meg ismert azonossigok felhasznalasaval, hogy
barmely A és B halmazra

(AUB)\(ANB)=(ANB)U(ANB)

Megoldas.
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A bal oldalt alakitjuk.
(AUB)NANB=(AUB)N(AUB) = ((AUB)NA)U((AUB)NB) =
=(ANA)U(BNAUMANB)U(BNB)=(BNA)U(ANB)
Megkaptuk a jobb oldalt, igy az egyenléség fennall. [ |

4.1-67. Mutassuk meg, hogy barmely A, B,C halmazra

(AUB)N(AuC)=(ANC)U(ANB)

Megoldas. A bal oldalt alakitjuk.
(AUB)N(AuC)=((AUB)NA)U((AUB)NC) =
=(ANA)UBNAUANC)U(BNC)=(ANC)U(ANB)

Az utolso lépéshben felhasznaltuk azt, hogy B N C része a kapott halmaznak.
Megkaptuk a jobb oldalt, igy az egyenl@ség fennall. ]

4.1-68. Adjuk meg az alabbi halmazok komplementerét az A, B,C, D
halmazok és komplementereik segitségével.

a. ( AUBUC)N(AUB)

b. (AUBUC)N (AU B)

c. AU(BN(CUD))

d. (AuBNC)N(Au(BNC))
e. (AU(B\C))N(BU(A\CQ))
f. (A\(B\C))\ B

Megoldas.

a. (AUBUC)N(AUB)=AUBUCUAUB = (ANBNC)U(ANB) =

=ANn((BNCYUB)=An((BUB)N(CUB))=AN(BUC)
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(BUB)N(CUB))=ANn(BUCQC)

c. AUBN(CUD)=ANBN(CUD)=
=AN(BUCUD)=ANn(BU(CND))

d (AUBNO)N(AU(BNQO))=(AUBUC)N(AU(BNCQO))

e.

=(ANBNC)U(BNANC)=(AN(BUQ))U(
=(ANnB)U(ANC)U(BNA)U(BNC) = (ANB)

f.

(A\(B\C)\B=An(BNC)NB=AU(BNC)UB

4.1-69. Bizonyitsuk be az alabbi allitasokat:
a. (A\B)UB=A<BCA

b. (ANC)U(B\C)UAUBUC =H
c. ANCUBNCUANB)NC =C

d. AUB=A=ANnB=0B.

Igaz-e az allitas az ellenkezd iranyban is?
e. ANB=A= AUB=0.

Igaz-e az allitas az ellenkezd iranyban is?
Megoldas.

a. (A\B)UB=(ANB)UB=(AUB)N(BUB)=AUB
Az allitas tehat ilyen alakra hozhato:

AUB=A< BCA,
ami az unié definicijara tamaszkodva kénnyen lathato.

b. (ANCYU(B\C)UAUBUC = (ANC)U(BNC)UAUBUC =
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=(CN(AUB)U(AUB)NC =H

d. és e. igazak ellenkez§ iranyban is.

4.1-70. Ismert azonossagok felhasznalasaval lassuk be, hogy
a. (A\B)UC=((AuC)\B)uU(BnQO)

b. A\ (A\(B\ (B\C))=ANBNC

Megoldas.
a. A jobb oldalt alakitjuk.

(AUC)\B)U(BNOC)=((AuC)NnB)U(BNC) =
=(ANB)U(CNB)U(BNC)=(ANB)U(CN(BUB)) =
=(ANB)UC=(A\B)UC

és ez a bal oldal.
b. A bal oldal atalakitasa:

ANANBNBNC=ANn(AUu(BNBNC))=AN(AU(BN(BUCQ))) =
=(ANA)U(AN(BN(BUC)))=(ANBNB)U(ANBNC)=ANBNC

Masik megoldasi lehetSség az alabbi: ElGszor belatjuk, hogy X\ (X\Y) =

X NY, majd ezt az adott kifejezésre kétszer egymas utdn alkalmazzuk. =

4.1-71. Hozzuk a lehetd legegyszertibb alakra az alabbi kifejezést.

(AUB)NBNCNB

Megoldas.

(AUB)NBNCNB=(AUuB)N(BU(CNB)=(AUuB)NB=B
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4.2. Relaciék és fiiggvények

4.2-72. Lassuk be, hogy ha R részbenrendezés, akkor R~! is az.

Megoldas. Be kell latnunk, hogy ha R reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv,

akkor R™! is rendelkezik ezekkel a tulajdonsagoklkal. ]

4.2-73. Lassuk be, hogy ha R ekvivalenciarelacié, akkor R~! is az.

Megoldas. Be kell latnunk, hogy R™! reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv,

mikdzben tamaszkodunk R ugyanilyen tulajdonsagaira. [ ]

4.2-7T4. A valos szamok R halmazan definidljuk a kévetkezd R rela-
ciot:
aR1b <= a — b racionalis
a. Igazoljuk, hogy R; ekvivalenciarelaci6.
b. Fiiggvény-e ez a relacio?

Megoldas.
a.
Reflexiv: aRia<—a—a=0€Q
Szimmetrikus: aRib<=a—-bceQ <= b—a=—(a—b) € Q < bRia
Tranzitiv:

aR1b, bRic — a—beQ, b—ceQ —a—-b+b—c=a—c€eQ — aRc
b. Nem fiiggvény. ]

4.2-75. Bizonyitsuk be, hogy minden relacié, amely egyszerre szim-
metrikus és antiszimmetrikus, egynttal tranzitiv is.

Megoldas.
Szimmetria: aRb — bRa; antiszimmetria: aRb, bRa — a =10

tranzitivitas: aRb, bRc — aRc

Az adott relacio esetén tegyiik fel, hogy aRb és bRc.

szimmetria antiszimmetria

aRb bRa a="b

szimmetria antiszimmetria

bRe cRb b=c

a=b=c— aRc




4.2. Reldcidk és fliggvények 51
Tehét a relacié tranzitiv. [

4.2-76. Igazoljuk, hogy ha egy R C (Ax A) relacio reflexiv, és aRb, bRc
fennallasabol kévetkezik cRa tetszdleges a,b,c € A esetén, akkor R
ekvivalenciarelacio.

Megoldas.
Reflexiv, aRa minden a esetén.
aRc, cRc — cRa, tehat szimmetrikus.
aRb, bRc — cRa — aRc, tranzitiv a relacio, s igy ekvivalenciarelacio.

4.2-77. Legyen (ni,m1),(n2,m2) € N x N. Az (ni,m1)R(ng, my) rela-
ci6 pontosan akkor all fenn, ha |n; — na| < 2 és m; = 2my. Dont-
siik el, hogy reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv, antiszimmetrikus,
trichotém-e. A valaszokat indokoljuk.

Megoldas.

Nem reflexiv. [n —n| < 2, m # 2m, kivéve, ha m = 0.

Nem szimmetrikus. m; = 2ma 4 mo = 2m;. Példaul (2,2)R(2,1), de
forditva ez nem all fenn.

Nem tranzitiv. mi = 2me, mg = 2mg /4 mq = 2msg.

Nem antiszimmetrikus. Mivel 0 € N, (2,0)R(1,0), és (1,0)R(2,0), de nem
egyenlGek.

Nem trichotom. 3Ing, ng : |ng — na| > 2.

4.2-78. Legyen A a sik Osszes egyenesének a halmaza. Ekvivalencia-
relacié-e az A halmazon a parhuzamossag? Ekvivalenciarelacié-e a
merdlegesség? Indokoljuk meg a valaszokat.

Megoldas. A parhuzamossig ekvivalenciarelacié, a merélegesség nem. ]

4.2-79. Mutassuk meg, hogy p akkor és csak akkor ekvivalenciare-
lacié valamely A halmazon, ha p reflexiv, és minden A-beli a, b és ¢
elemre apb és apc — bpc.

Megoldas.
1. Tegyiik fel hogy p ekvivalenciarelacié. Ekkor

(szimmetria) ) tranzitivitas
apb, apc — > bpa és apc, ——— bpc
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2. Forditva tegyiik fel hogy apb, apc — bpc. Ekkor apb, apa — bpa, tehat

szimmetrikus. apb, bpc — bpa, bpc — apc, s igy tranzitiv is. [ |

4.2-80. Igaz-e, hogy egy antiszimmetrikus és irreflexiv relacio (tehat
szigoruian antiszimmetrikus relacid) egyuttal trichotom?

Megoldas. Nem, példaul A = {a,b,c}, RC Ax A, R={(a,b)}. [ |

4.2.1. Szorzatrelacidk

4.2-81. Igaz-e, hogy, ha R tranzitiv relacié6 az A halmazon, akkor
R o R is tranzitiv.
Megoldas. Igen. Tegyiik fel ugyanis, hogy fennall aR o Rb és bR o Rc.

Ekkor dx € A, melyre aRx és xRb, amibdl R tranzitivitidsa miatt aRb.
Masrészt Jy € A, melyre bRy és yRc, amibdl R tranzitivitdsa miatt bRc.
aRb és bRc miatt pedig aR o Rc, s igy R o R tranzitiv. |

4.2-82. Legyen R C (A x A). Igazoljuk, hogy

a. Ha R tranzitiv, akkor Ro R C R.
b. Ha R reflexiv, akkor R C Ro R.
c. Ha R tranzitiv és reflexiv, akkor Ro R = R.

Megoldas.

tranzitivitas

a. aRoRb— dce€ A:aRc, cRb ———————= aRb.

reflexivitas

b. aRb ————— aRb, bRb — aR o Rb.

c. Az allitas a. és b. miatt igaz.

4.2-83.
a. Legyen R teljes rendezés. Lassuk be, hogy ekkor Ro R = R.
b. Igaz-e ez, ha R részbenrendezés?

Megoldas. A részbenrendezés reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv, a teljes
rendezésben pedig ezen kiviil barmely két elem &sszehasonlithato.
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Az 82. feladatban megmutattuk, hogy tranzitiv és reflexiv relacié esetén

Ro R = R. Igy teljes rendezés és részbenrendezés esetén is fennall ugyanez..

4.2-84.

a. Legyen R; és Ry részbenrendezés valamely A halmazon. Las-
suk be, hogy ekkor Rl - R1 o) R2 és R2 - R1 o) RQ.

b. Igaz-e ez, ha R; és R, teljes rendezés?

Megoldas.
a. Tegyiik fel, hogy aR1b. Ekkor (a reflexivitas miatt)

aRlb, bRQb — aR1 8} Rgb.
Legyen mésrészt aRab. Ekkor (a reflexivitas miatt)

aRia, aR2b — aRy o Rob.
b. Igaz. Az el6bbi okfejtés itt is alkalmazhato. ]

4.2-85.

a. Legyen R; és Ry teljes rendezési relacié ugyanazon A halma-
zon. Lassuk be, hogy R; o Ry pontosan akkor teljes rendezés, ha
Ry = Rs.

b. Legyen R; és Rj részbenrendezési relacié ugyanazon A halma-
zon. Lassuk be, hogy ha R, = R, akkor R; o Ry is részbenrendezés,
mig ha R; # Rs, akkor el6fordulhat, hogy R; o Rz nem részbenren-
dezés.

Megoldas.

A részbenrendezés reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv, a teljes rende-
zésben pedig ezen kiviil barmely két elem Gsszehasonlithaté.

A 82l feladat szerint ha R tranzitiv és reflexiv relacio, akkor Ro R = R.

Igy ha Ry = Ry és teljes rendezés (részbenrendezés), akkor nyilvan

Ry o Ry = Ry is teljes rendezés (részbenrendezés).

Ezek utan csak azt az esetet kell megvizsgalnunk, amikor R; # Rs.

a. Ha R; # Ro, akkor 3(z,y) par, melyre (x,y) € Ry \ R vagy (z,y) €
Ry \ R;.

Az els6 esetben (z,y) € Ry C Ry o Ry (lasd 84l feladatot) és (az Gsszeha-
sonlithatosdg miatt) (y,z) € Ra C Ry o Ra, és x # y. Sériil az antiszimmetria,
R1 o Ry nem teljes rendezés. A masik eset hasonlé lathato be.
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b. Az a-ban leirtak szerint itt is elgfordulhat, hogy sériil az antiszimmet-

ria. [ ]

4.2-86. Bizonyitsuk be, hogy az R; és Ry ekvivalenciarelacidék Rjo R
szorzata pontosan akkor ekvivalenciarelacié, ha R, o Ry = Ro o Rj.
(Lasd az 51. példat is.)

Megoldas. Az ekvivalenciareldcio reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.
a. Ha Rj o Ry ekvivalenciarelacié, akkor

RioRy=(RioRy) '=Ry;'oR;'=RyoRy.

b. Legyen most Rj o Ry = Ry o Ry.
bl. Ekkor

(RioRy) ' =(RaoR))™' =R ' o Ry = Ry o Ry,

azaz Ri1 o Ry szimmetrikus.
b2. Masrészt

(RloRg)o(RloRg):Rlo(RgoRl)oRg:Rlo(RloRg)oRgz

= (R1oR1)o(Rz0R2) C Ryo Ry,

azaz Ri o Ry tranzitiv.
Az utolso 1épésben felhasznéltuk, hogy ha R tranzitiv, akkor Ro R C R.
(Lasd a 82. feladatot.)

b3. A reflexivitias Ry és Ro reflexivitdsa miatt nyilvanvalo. [ ]

4.2-87.
I. Legyen RC N XN, R={(a,b)| ha a osztéja b-nek}.
IT. Legyen SCNxN, S ={(a,b)| ha b osztéja a-nak}.
ITI. Legyen A az egyjegyii pozitiv szamok halmaza,

QCAxA Q={(a,b)| ha a osztéinak szama b}.
IV. Legyen A az egyjegyt pozitiv szamok halmaza,
P C AxA, P ={(a,b)| ha az a-nal nem kisebb A-beli elemek szama b}.
V. Legyen

TCZxZ, T={(a,b): ha |a—0b| <2}
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Melyik allitas igaz az alabbiak koéziil az R, az S, a (), a P valamint
a T relaciokra?
Reflexiv,
szimmetrikus,
tranzitiv,
antiszimmetrikus,
trichotom,
fliggvény, s ha fliggvény, akkor injektiv, sziirjektiv, bijektiv.

N -V

Megoldas.
I. Az R relaci6 esetén:
a. Igen.
b. Nem. 1R5, de nem 4&ll fenn 5R1.
c. Igen.
d. Igen.
e. Nem. Nem &ll fenn 5R3, sem 3R5, de 3 # 5.
f. Nem fiiggvény. Példaul 2R6 és 2RS is fennall.
I1T1.

Q={(1,1),(2,2),(3,2),(4,3),(5,2),(6,4),(7,2),(8,4), (9,3)}-

Nem. 5@Q5 nem all fenn.
Nem. 5@)2, de 2Q5 nem all fenn.
Nem. 6Q4, 4Q3, de 6Q3 nem all fenn.
Igen.
Nem. Nem all fenn 5R3, sem 3R5, de 3 # 5.
Fiiggvény, nem injektiv: f(5) = 2 és f(3) = 2. Nem sziirjektiv: A-ban
nincs olyan elem, amelyiknek 9 osztéja lenne. Nem bijektiv.
V.

mO a0 T

P=1(1,9),(2,8),(3,7),(4,6),(5,5),(6,4),(7,3), (8,2),(9,1).

Nem, (2,2) ¢ P.

Igen.

Nem. 1P9, 9P1, de 1P1 nem all fenn.
Nem. 1P9, 9P1, de 1 # 9.

Nem. 1P9 és 9P1.

Figgvény, injektiv, sziirjektiv és bijektiv.

mO a0 T

4.2-88. Legyen A egy kocka éleinek halmaza. Tekintsiik a kovetkezé
relaciokat.
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I. R CAxA, R ={(a,b)| ha a parhuzamos b-vel}

II. Ro C Ax A, Ry ={(a,b)| ha a metszi b-t}

III. R3C Ax A, R3z={(a,b)| ha a és b kitérdek}

IV. Ry CAx A, Ry=1{(a,b)] ha a és b hossztisaga megegyezik}

Mindegyik relacié estén valaszoljunk a kévetkezd kérdésekre és
indokoljuk a valaszt. Igaz-e, hogy ekvivalenciareliciéo? Igaz-e, hogy
fiiggvény?

Megoldas. I. és IV. ekvivalenciarelaci6. ]
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