A1 Gyakorlat
Miiszaki Menedzser szakos hallgatéknak

1. hét - Halmazelmélet és Teljes indukci6

Elmélet:

"A" halmaz elemszama: #A vagy |A|

Halmazok miiveleti azonossagai:

kommutativ: ANB=BNA; AUB=BUA;

asszociativ: (ANB)NC =AN(BNC); (AUB)UC =AU (BUCQC);

idempotencia: ANA=A; AUA = A;

elnyelées: AN(AUB)=A4; AU(ANB) = A4;

disztributivitas: (ANB)UC =(AUC)N(BUC); (AUB)NC=(ANC)U(BNCOC);
A=A, ANB=AUB,AUB=A4ANB

Hatvanyhalmaz: egy A halmaz &sszes részhalmazaibol 4116 halmaz (H” vagy P(A)).
Logikai szita méodszer: |AU B| = |A| + |B| — |AN B|;

altalanosan: [Ay U Ag.. . UA,| =300 Al = 305 [Ai DA |+ 30,5 [AN A0 Ay — .

Teljes indukcid: egész szamokra vonatkozé allitdsok bizonyitasira hasznaljuk. Igazoljuk, hogy egy kicsi

egész szamra, teljesiil. Feltessziik hogy az allitas egy "n" szamra igaz. A feltevés alapjan belatjuk, hogy az
allitas "n+1" egészre is teljesiil.
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Binomialis egyiitthatdk: (k) R melyre (k) = (n B k) és ( i ) = (k B 1) + (k)

Feladatok:

1. Feladat. Legyenek a kovetkezd halmazok:
M={Magyarorszag lakoi}

F={a vilag ferfi lakoi}

B={a vilag barna haja embereit}

Fejezziik ki ezekkel a halmazokkal a kdvetkez6 emberek halmazat:
a) az Osszes kiilfoldi, barna haju ember

b) az Gsszes nem barna haju férfi

c) az Osszes férfi és a magyar ndk halmaza

d) a barna haju magyar férfiak

e) barna haju magyar nék

f) a magyar nem barna haju nék és kiilféldi barnahaja férfiak.

2. Feladat. Legyen A = {n € N|n paros}, B={n € N|n <4}, C ={n € N|n > 2}.

Allapitsuk meg, mik lesznek a kovetkezé halmaz elemei:
X =(AN(BNC))U(A\B)\C).

3. Feladat. Hozzuk egyszertibb alakra az alabbi kifejezéseket:

a) (AuB)N(AUB)

b) (AUB)N(BUB)

¢) (AUB)N(AuB)N(AUB)

4. Feladat. Igazoljuk, hogy az alabbi Gsszefliggések barmely tetszéleges A, B, C' halmazok esetén
fennallnak:

a) (AUB)\C = (A\C)U(B\C)



b) (A\B)\C = (4\0)\ (B\C)
¢) (AUB)N(AUC)N(BUC) = (ANB)U(ANC)U(BNC)
d) (A\B)U(ANB)U(B\ A) = AUB

) A\C C (A\ B)U(B\C)

£) (AUB)x C = (Ax C)U (B x C)

g) (A\B) xC=(AxC)\ (BxC)

D

5. Feladat. Allapitsuk meg, hogy az alabbi Gsszefiiggések koziil melyek igazak tetszéleges A, B, C
halmazok esetén:

a) (AnB)C (AUB)

b) (ANB)C A

¢) (ANB) C (A\ B)

d) (A\ B) C (AUB)

o (AUB) ¢ 4

f) (A\B) ¢ B

g) AU(B\C)=(AUB)\C

h) AnBNC)=AnNnBN(BUC)
i) (A\(A\B)UB=AUB

i) (AUB)\ A= B

k) (AUB)\C=ANBnC

) (AuB)NC =(ANC)N(BNCO)

C
C
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6. Feladat. Ha A, B és C halmazok paronként diszjunktak, akkor hozzuk egyszeriibb alakra:
(A\B)N(B\C))U(C\A).

7. Feladat. Ha A, B és C halmazokra fennall, hogy C C B C A, akkor hozzuk egyszertibb
alakra: (ANB)U(BNC)U(CNA).

8. Feladat. Tegyiik fel, hogy (A\ B) C C. Igaz-e, hogy A C (BUC)?

9. Feladat. Mely A, B halmazokra teljesiil, hogy

a) A\B=AUB

b) A\ B=ANB.

10. Feladat. Egy 33 {6s osztalyban 3 féle idegennyelvet beszélnek: 20 didk tud angolul, 16 németiil,

6 francidul, és 5 didk beszél pontosan két kiilonb6z6 nyelven 2 pedig mindharmon. Hanyan nem
beszélnek egyetlen idegennyelvet sem, illetve hanyan tudnak pontosan egy nyelven beszélni?

11. Feladat. FEgy faluban 1000 haz van. Ezek koziil 250-ben van autd, 900-ban hitészekrény,
950-ben televizié és 990-ben radi6. Legalabb hany hazban van mind a négy eszkoz egyszerre?

12. Feladat. Legyen A = {1,2} és B = {1,2,3}. Irjuk fel az

a) (AxB)N(Bx A)

b) (Ax B)\ (B x A)

13. Feladat. Abréazoljuk a kovetkezs ponthalmazokat a koordinéatasikon:
a)Z x R,

b)Z x N,

c){(z,y)|z <2, y> 3},

d) {(z,y)| |z| < 2},
e) {(z,y)|x <2, [y| =3},
£) {(z,y)lz <y},



g){(z,y)|ly =2z + 1},
h) {(z,y)| 2> +y* > 2},

14. Feladat. Igazoljuk teljes indukciéval minden n € N szdmra:
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15. Feladat. (Altlanositott de Morgan azonossidgok) Mutassuk meg, hogy barmely n € N esetén
tetszéleges Ay, Ao, As ..., A, halmazokra:

AiNAsNAsn...NA,=A41UA; UA3U...UA,
és

AJUAUA3U.. . UA, =A NA4A3NA3sN...NA,

16. Feladat. Mutassuk meg, hogy barmely n € N esetén tetszGleges Ay, As, A3..., A, és B
halmazokras:

B\ (AiNAyNAsnN...NA,) =(B\A1)U(B\ A)U(B\A3)U...U(B\ Ay)
és
B\ (AlUAUA3U...UA,)=(B\A)N(B\A2)N(B\A3)N...Nn(B\ A4,)
17. Feladat. Igazoljuk teljes indukcidval, hogy ha az A halmaz elemszama n, akkor a hatvany-
halmazénak, P(A)-nak az elemszama 2".

18. Feladat. Legyen az A; halmaz elemszama ky, As halmazé ko és igy tovabb, A, halmazé k,.
Igazoljuk, hogy A1 X Ag X ... x A, elemeinek szama ki - ko - ...  ky.

19. Feladat. (Binomialis tétel) Lassuk be teljes indukcio segitségével, hogy barmely u,v € R-re
" /n
(u+v)" = ;0 (k) uFn k.

20. Feladat. (Bernoulli egyenl6tlenség) Lassuk be teljes indukcio segitségével, hogy barmely
h > —1-re
(14+h)" > 1+ hn.



