Az 1. zh témakorei
Matematika Ala-Analizis
B, D és M kurzusok

2016. Oszi félév

A zh-n 4 feladat lesz az alabbi tipusokbdl.

1. feladat. Oldja meg R-en az
20 — 3

—2'§6

egyenldtlenséget és a megolddshalmazt szemléltesse a szamegyenesen.

Megoldas. Az egyenlotlenséget ekvivalens atalakitasokkal oldjuk meg. Ha = € R,
akkor

2r — 3 2x — 3 — 10
x —2'§6 <= %‘§6 =
2z — 13
= '§6 — 2r—13|<30 <= -30<2r—-13<30 <<=
1 4
—17<2x <43 <<= _;ngjg — —8,5<x<L21,5,

ezért az egyenlétlenség megoldashalmaza a [—8, 5; 21, 5] intervallum.
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2. feladat. A c valds szam mely értékére lesz az x1 = —1 szam gyoke az
zt =22 —3x +c
polinomnak? Hatdrozza meg az igy adodo polinom valds gyokeit, €s irja fel a polinom
gyoktényezds alakjdt.
Megoldas. Mivel
(—D)*=2(=1)*=3(-1)+c=0 = c=-2
ezért a
p(z) =2"—22* -3z -2 (v €R)

polinomnak az x; := —1 szadm egyik valos gyoke. Ebbdl az kovetkezik, hogy p
felirhato a

p(x) = (z —21)q(x) = (z + 1)q(z)
alakban, ahol ¢(z) egy (legfeljebb) harmadfoki polinom. Ezt a ¢ polinomot polinom-
osztassal hatarozzuk meg:
(' =22 =32 —-2): (x+1)=2"—2° -2 — 2,
azaz q(r) = ¥ — * — x — 2. Ennek gyoke nyilvdn a p polinomnak is gyoke lesz.
Prébélgatassal azt kapjuk, hogy xo = 2 gyoke ¢g-nak (tehat p-nek is), ezért

) =22 —2 - 2= Ex — xo)r(x) = (x — 2)r(x)



alakt, ahol r egy (legfeljebb) masodfoku polinom. Ezt az r polinomot szintén poli-
nomosztassal keressiik meg:

(-2 —2-2):(z—2)=2"+2+1 (xcR).
A jobb oldali mésodfoki polinom diszkrimindnsa D = 12 — 4 < 0, és ez azt jelenti,
hogy nincs valés gyoke.

p-nek tehat pontosan két valds gyoke van: xy = —1 és x5 = 2. A szorzatra bontott
(vagy mas néven gyoktényezds) alakja:

px)=2"-22"-32-2=(2+1)(z-2)(2*+2+1) (z€R). N
3. feladat. frja fel az fog és a go f kompoziciot a kovetkezd fiigguények esetében:

flz) =v1l—2z (z€(-00,1]) és  glu) =1 (u€eR).

Megoldas. Az f o g kompozicié képezheté, mert R, = [0, +00) és Dy = (—o0, 1]
miatt Dy "R, = [0,1] # 0. Mivel f o g értelmezési tatoménya
{reD,|gx) e D} ={reR|2* <1} =[-1,1],
ezért
fog: =113z f(g(@) = VI— 22
A go f kompozici6 is képezhetd, mert Ry = [0, +00) és Dy, = R miatt RyND, =
[0,400) # 0. A go f fiiggvény értelmezési tartomdnya
{r €Dy | f(x) €Dy} ={z € (—00,1] | V1 —z € R} = (—00, 1],
ezért
gof:(-00,1] >z g(f(z))=(W1-1)?=1-u
(Figyelje meg, hogy fog#go /) M
4. feladat. Bizonyitsa be, hogy az

f@) =2 (weRr\{2})

fugguény invertdlhato, és dllitsa eld az inverzét.

Megoldas. Az invertdlhatdsdg igazoldsa: Legyen x,t € Dy. Ekkor

r+1 t+1
f(f’U):f(tW:*%_Q:t_—2

és ez azt jelenti, hogy f invertalhato.
Az inverz eldallitasa: Az
r+1 x—-2+43 3
f(x)—x_Q— p— _1+x—2 (z e R\ {2})
atalakitds alapjan sejthetd, hogy Ry = R\ {1}. Ennek igazoldsa: Ry C R\ {1}
nyilvanval6. A forditott reldcié igazoldsiahoz legyen y € R\ {1}. Megvizsgéljuk,
hogy ehhez van-e olyan x € Dy, amelyre f(z) =y teljesiil. Nézziik:

fa) =y = 211
e

e+ 1)(t—2) =({t+1)(z—2) <>z =t

3
5 y<:>y_1+ T

Mivel x # 2, ezért x € Dy valéban fenndll. Ez azt jelenti, hogy R\ {1} C Ry, tehat

Ry=R\{1}.
A fentiek alapjan f inverze az

3
TR\ {1} sy —— 42
y—1
2



figgvény. W

5. feladat. Szdmitsa ki a

1+t — V11—t
lin%\/ +tgr — 1 —tgx
xTr— €T

hatarértéket.
Megoldas. 8 tipusu hatarértékrdl van szé. ,,Alkalmas” atalakitasokat végziink:
Vitige—V1—-tge Vit+tge—yVI-tge VI+tge+/1-tga
x x VIit+tgr + /1 —tgx
_ 2tgx . 1 B

x JI+tgr+ 1 —tgx

1 sin 1
cost  x JIttgr+I—tgx

Ebben az alakban mar alkalmazhatjuk a miiveletek és hatarérték kapcsolatara vonatkozé
tételiinket, mert

—92.

1 sin x
lim =1, lim
z—0 COS T z—0 I

=1 és

1 1
limtgxr =0 alapjdn i = —.
0 B0 P Tt tge + VI —tgz 2
A kérdezett hatarérték tehat 1:
1+t —1—-t
hm¢+gw VI—tgz

z—0 x

=1. N

6. feladat. Hatdrozza meg az

2+ 3z +2
—— , hazxeR\{-1,3
)= 7 —op—g ParERA{ZL3)
0, haxr=—-1,z=3
fugguény szakaddsi helyeit és azok fajtajadt.
Megoldas. Mivel 22 — 2z — 3 = (z + 1)(z — 3), ezért (—1) és 3 a nevezd zérushelye.
Racionalis tortfiiggvény az értelmezési tartomanyanak minden pontjaban folytonos,

ezért f az R\{—1, 3} halmaz minden pontjaban folytonos. A tovabbi vizsgalatokhoz
alakitsuk 4t a hozzarendelési utasitast:

?+3z+2 (z+1)(z+2) x+2 5
o3 wrDe-3) 2-3 ‘Tr—z @WERML3D
Legyen x; = —1. A fentiek alapjan
lim f(z) = lim S22 — L pqy—o,
z——1 z——1x —3 4
ezért az x1 = —1 pont az f fiiggvénynek megszintethetd szakadasi helye.
Legyen most zo = 3. Ekkor
e G WCEES

ami azt jelenti, hogy az x9 = 3 pont az f fliggvénynek mdsodfaji szakaddsi helye.
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