1. feladatsor: halmazok, komplex szamok

1. fgy szokds halmazokat definidlni: {x € alaphalmaz | feltételek z-re}. Definidljuk:

a) 1-nél kisebb pozitiv valés szamok halmaza,  b) raciondlis; irraciondlis szdmok halmaza,
¢) a négyzetszdmok halmaza, d) a masodik siknegyed pontjai,

e )" paros szamok halmaza, )" primszamok halmaza,

g)" az egységsugari gombon beliili pontok, h)™ harmadfokd polinomok halmaza.

2. Fogalmazzuk meg, hogy mit mondanak a kovetkezo allitasok. Melyek igazak és melyek nem
a valos szamok korében? Irjuk fel az allitasok tagadasat!

a) Vo Jy (y > x) b) Ja Vb (b* > 0)

c) p>0= [Elq (p= q2)] d)"Va Yy 3z (z = y?)

effr>0&[Fy(y>0 A z—y>0)] fHyflteN A ye(N\{lLz})] =>z/y¢N
3. Legyen z =1 —4i. Milesz Re z, Im z, Z, |z|, arg 27

4. Abrézoljuk a komplex szamsikon a kovetkezd halmazokat:
a) {z€C : |z| =2} b) {z€C : |z|] >3} c) {z€C : |z| < -2}
d) {z€C : |z-3|=2} e) {zeC : |z+4=|2—-2|} ) {z€C : Imz >3}
g) {reC : 1l<argz<2} h){zeC : |z+2i]=mn} ){zeC : |z4+1i| > |z|}
j)*{zeC : Imz > Rez} k) {zeC : —3>Rez>0} N {zeC : z2=7%}

5. Mi lehet z, ha

a) 2—z=3,Imz=2 b) ITmz=1, |2| =2
c)argz =3mw/4, Rez =5 d)Rez=1Imz, |z —2| =3
6. Irjuk a kivetkez8 komplex szdmokat a + ib alakbal
3—2i 3—2i
a) (1+4i)(4— 2i) b) 47 ) = +ZZ, ) :
1 2—1
e)hf i2009 f)hf - g)hf : 12 h)hf (2 4 i)37(2 o i)38
i i—
Emlékezteto

— Logikai jelek: V minden; 3 létezik; 3! létezik egyetlen; A és; V vagy; — nem; = kovetkezik;
< ekvivalens;
Halmazok: N természetes szamok; Z egészek; Q racionalisok; R valds szdmok; () iires halmaz.

A komplex szdmok a z = a +ib (a,b € R) alakt szamok, ahol i = /—1. Az itt szerepld a a
szdm wvalds része, azaz Re(z) = a, mig b az imagindrius, vagy képzetes része, azaz Im(z) = b.
Minden 0-tdl kiilonbozé komplex szam alkalmas r > 0, 0 < ¢ < 27-vel egyértelmiien irhato
z = rcosp + irsing alakba. Itt r a szdm abszolit értéke, azaz |z| = r, ¢ az argumentuma,
azaz arg(z) = .

Egy z = a + ib komplex szam konjugadltja: z = a — ib.



2. feladatsor: komplex szamok, n-edik gyokvonas

1. Abrémzoljuk a komplex szamsikon a kovetkezé halmazokat:
a) {z€C : Re(z+1)=|z—1|}
b) {z€C : |z| >5,Im(z) > Re(2)}
) {zeC : |z| <|z—2i|,|z—i <1}
A {zeC : |z+il+]z+3] =T}

2. frjuk a kovetkezd komplex szamokat a + ib, esetleg r cos ¢ + ir sin ¢ alakbal!
a) (1—i)"" b) V2 ¢) Vi
d) V1 e) V1+i £)" /274
LV

g)hf(l_’_i\/g)loo h)hf : i i) -

3. Oldjuk meg a kovetkezo egyenleteket a komplex szamok korében. Az egyenletekben szerepld
polinomoknak irjuk fel a gyoktényezos felbontédsat!

a) 22 —iz+3+2i=0
b) 22—-8=0

c hf

N |

o,

6 +1622=0

)
)
)hf322—zz +3iz4+6—i=0
e’z

4. Adjuk meg az Osszes olyan z komplex szamot, amelyre
a) Re(z) +2Im(z) =0 és Re(z?) —2Im(z) =1
b) 22+2=0
o) Re(2?) = 2Im(z) és Im(z?) = 2Re(2)
5. Hany komplex gyoke lehet egy hetedfoki valds egytitthatds polinomnak?

6. Egy szabdlyos hatszog egyik csicsa 2 + i, kozéppontja 3 + 2i. frjuk fel a tobbi csticsat!

7" Van-e olyan z komplex szdm, amelyre z2, (azaz (2)?) és 272 (azaz (2)72) egyenl8?

8" Hol a hiba? —l=i=i-i=vV-1V-1=+/(— —V1-1=V1V1= (\/_) -1
Emlékezteto
— (reosa + risina)(scos B + sisin ) = rs(cos(a + ) + isin(a + f3)).

2 2
— {/r(cosa +isina) = C/?(cos (M) + ¢ sin (M)) aholk =0, 1, ..., (n—1)
n

n




3. feladatsor: sorozatok hatarértéke

1. Allapitsuk meg, hogy nullsorozat-e! Ha igen, akkor oldjuk meg a kézelités alapfeladatdt, azaz
a definicié alapjan keresstink N kiiszobot tetszoleges € > 0-hoz.

a) a, =0 b) bn:% c) ¢ =(=1)"
1

1
d) d,=— e)fe, =sinn P f, = (=1
log,yn

2. Hatarozzuk meg a hatarértékeket, és keressiink N kiiszobot e-hoz a definicié alapjan!

) 3n—1 b) i 3n?+4n+7 ) n? — 108
a 1m m--——---- C m-—-———-—-——-
4n + 99 n?+n+1 5nb + 2n — 1
m+4 5n3 — 2 n—=6
dhfl' hfl‘ fhfl' -
T e lim 25 R ERT;

3. Tjuk fel formuldval (minél kevesebb zaréjellel) az a,, sorozatra vonatkozé allitasokat:
a) a, korlatos,
b)
o) ay
d)hf

an monoton novekve,

dlvergens

4. Szamitsuk ki az a,, = (\/ n>+n-—3— n) sorozat hatarértékét, és keressiink NV kiiszobindexet
az € = 0.01 hibahatarhoz! Bizonyitsuk be, hogy tényleg annyi a hatarérték!

5" Egy egyre pontosodé mérési sorozat n-edik mérésének eredménye a, = 1 + (—1)""12%"
Hanyadik mérés utdn csokken a mért mennyiség és a mért érték eltérése (azaz a hiba) e = 10™*
ala?

6. Vizsgaljuk konvergencia szempontjabol az alabbi sorozatokat:

oo (%)

7" A gonosz varazslé mindennap arannya véltoztatja a Foldon 1év6 vizmennyiség felét. Mennyi
idé mulva csokken a vizkészlet 1 poharnyi ald? (A Foldon kb. 1386 - 106 km? viz van.)
Mennyi idé mulva marad csak 1 vizmolekula?

a) a, =

Emlékezteto

— Az ay, ag, ... a, ... valds szamokbdl allé sorozatot (a,,) jeloli.

— Az a, sorozat nullsorozat, ha Ve > 0-hoz IN € N, hogy n > N esetén |a,| < e. Ezt
kétféleképp lehet jelolni: a,, — 0 vagy lima,, = 0.

— Az a,, sorozat hatdrértéke az a szdm, jelolve a,, — a vagy lima, = a, ha a, — a nullsorozat.
Ekkor a,, konvergens, kiillonben divergens.
(Kozvetleniil ez igy is fogalmazhaté: lima, = a, ha Ve > 0-hoz 3N € N, hogy n > N esetén
la, —a|] <e.)



4. feladatsor: sorozatok hatarértéke

1. Vizsgaljuk: korldtossag, supremum, infimum, hatarérték.

a) L

COS(TZ7T) + (_1)n+1 b) (_2)n + a C)hf n" d)hfn(fl)

2. Mennyi lehet lim a™ értéke (a-tdl fiiggéen, a € R)?

3. Szamoljuk ki a hatarértékeket:

)i n! b) 1 nd®—216n*+n —2
a) lim im
14+n2 —n8 + 500n* + 86
)i n? + 18n!8 Q) 1 2" 4 82n17 4 23610
¢) lim ——— im
8n22 — 4n? —14n25 4+ 2n8 + 3
. 5" +401n + 402 . 25n! +n%
e) lim f) lim ———
22n 4 n — 88 25n"
g) 1im<\/4n—3—\/n—|—9) h) lim(\/2n2—|—5n—\/2n2—n)

1
i) lim <\/n4 Y on - n2> i) lim
n—vn?+3n+5

4. Igaz? Hamis?

a) ha a, — a, akkor a? — a? b) ha a? — a?, akkor a,, — a

¢) haa, >0ésb, — oo, akkor a,b, >0 d) a, -0 = 1/a, - c©

e) a, - o0 = 1/a, -0 f) lan > 0 és a, konvergens] = lima, >0
g) [a, korldtos, b, — 0] = a,b, — 0

5 Szamoljuk ki a kovetkezd hatarértékeket:

2/3 4 8pV3 12 244
a) lim " +2”+5+*/75+ b) 1im;T+1
n n — n —
Jn — 3v2 1 1 2
c¢) lim 9\/7_\1/_ 5 ;:L + d) lim —(l)glogn)) +13
v+ V3n 0gs(n) —
(_3)n+1 + 22n+3 n3 .on + 3n
n n _ 3n
) . gn—1 + nd . gnt3 h) i ™+ n’ +7
1m 1m
g 22n+3 + 27173 22n + (2n)2 + 2

i) lim (\/9712 T T Vo2t 2n+ 5) i) lim (%3 30 13— Vnd+ 12302 — 1)
p(n)

6" Legyen p(x) és q(z) egy-egy polinom. Adjunk mdédszert lim —— meghatarozdséaral

q(n)

Emlékezteto

— Ha a,, divergens, de VK-hoz 3N € N, hogy n > N esetén a,, > K, akkor a,, — oo.

— Egy H C R halmaz infimuma (azaz inf H) a H halmaz alsé korlatjai koziil a legnagyobb.
H supremuma (azaz sup H) pedig H fels6 korlatjai koziil a legkisebb.
H minimuma l, hal € H és | =inf H. H maximuma h, ha h € H és h =sup H.
Egy sorozat infimuma, supremuma az elemei altal alkotott halmaz infimuma, supremuma.



5. feladatsor: specidlis sorozatok, numerikus sorok
1. Szamoljuk ki:
3

. 31" n— n*+ 2
a) lim (1—$) lim s ) lim n2+3)

S
b i (252) o m(355)" "y
1+

Cﬂ

w
SIH SIH

4n?
) )™ lim
2. Felhasznalva hogy /n — 1és ¢/p — 1(p
a) lim ¥/2n b) lim V/2n c) lim ¥/n d) lim V/99n%
2n? 2
e) limvn+5 f) lim v/2n3 + 3 g lim { s h)" lim "/n

4n? +n

1+ ) i) lim (1 + n)

0), szamoljuk ki az aldbbi hatérértékeket:

l)fl' 1
g) 1m( +n2+3

3" A plutonium-238 felezési ideje 87.7 év. Jeloljiik a,-el egy gyartaskor 50 kilogramm Pu-238-at
tartalmaz6 atombombaban n év eltelte utan marad6 Pu-238 tomegét. Irjuk fel az a,, sorozatot!

Hanyadik évben fog a Pu-238 témege 0.1 kilogramm ald csokkenni?
<_ o+ 2)

4. Konvergensek-e az aldbbi sorok? Ha igen, mennyi az 0sszegik?

) i(\/m ~ Vi) b) iﬁ i

n=1

Mg

n=1 n=2

5. Konvergensek-e az aldbbi sorok? Ha igen, mennyi az 6sszegiik?

+o00 +oo ik
22n 32n+1 on + 3n+1
a) Z __RF\n+2 b) Z 3n—2 C) Z n
(=5) 2 5
n=0 n=2 n=1
+oc0 +o0 400 —
23n+1 + (_5)71 (_l)n . 3n+1 23n 1 _ on
DD g )Y D> =
n=1 n=2 n=1
Emlékezteto

— A renddrszabdly vagy csenddrelv: Ha a, < b, < ¢,, és lima, = limc, = h, akkor b, — h is.

1 n
— Eloadéson szerepelt, hogy az <1 + —) sorozat konvergens, és a hatarértékére bevezettiik az
n
T €T

e jelolést. Ekkor Vo € R esetén lim <1 + —) =e”.
n

— Ha (a,) egy sorozat, akkor a Y a, szimbllum neve sor. A sor dsszege: > a, :=

k
klim (Z ai) . Ez a hatarérték nem mindig létezik. Ha létezik és véges, akkor a sor konvergens.
—+0o0 \i=1

a
— A geometriai sor Osszege: Zaq” = Zaqn—l 1= ha [¢| < 1.
—4q
n=0 n=1



6. feladatsor: numerikus sorok

1
1. Mely a-ra konvergens, melyre divergens a Z — sor?
n

2. Konvergens? (Hasznéljuk a majordns, minordns kritériumokat.)
2n + 1 on + 2 ™m3 — 7 2n® —n + 3
b — d _—
a) 2= ) 2= I D s e B VD D s e s

)MZ n2—-—n4+3 f)hf22n—|—3n+1 )“Z 1 h)hfz 1
e _— N — e — —_—
2nd 4+ 2n2 + 7 1+6nt & 2n+1 v2n +1

3. Konvergens? (Hasznéljuk a hanyados- és gyokkritériumot.)
- . 2
a) Z(;Ti)u b) % ©) 2. <4n4il)3
VY s oy ey ORI
e K O o) (=<

4. Tgaz? Hamis?

a) > a, konvergens = lima, =0 b) lima, =0 = ) a, konvergens
¢) > a, konvergens = 3 a2 konvergens

5M Lassuk be, hogy 0.123123123123... racionalis szam, és irjuk fel mint két egész szam
hanyadosa.

6. Konvergens? Abszolut konvergens?
(=" (=" . 1l
hf _1\n 2" hf o n'2n+1 hf _1\n n+1 "
D 3+ 1 D (D" 5 2 =D (n+5>

Emlékezteto

— Majordns kritérium: Ha 0 < a,, < b,, és Z b, konvergens, akkor Z ay, is.
— Minorans kritérium: Ha 0 < a, <b,, és Zan divergens, akkor an is.

— Gyékkritérium (Cauchy): Legyen a, > 0, és w = lim {/a,. Ha w < 1, akkor Zan
konvergens; ha w > 1, akkor divergens; mig ha w = 1, akkor barmi el6fordulhat.

— Hanyadoskritérium (D’Alembert): Legyen a, > 0, w = lim Intl Mo w < 1, akkor Zan
a

konvergens; ha w > 1, akkor divergens; mig ha w = 1, akkor barmi eléfordulhat.

— Egy Z a, sor Leibniz-sor, ha |a,| mon. csékkend, lima,, = 0, és a,, el6jele valtakozo.
Tétel (Leibniz-kritérium): Minden Leibniz-sor konvergens.



