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0.1. Tétel (teljes SVD). Legyen A € C™*™ maétrix (valésra is jo), ekkor léteznek U € C™*™ és V € C**™
unitér matrixok (valésban ortogondlis) és 3 € R™*" valds, nem-negativ elemi diagondlis matrix, hogy

A=UxvH
(valés matrix esetén V' T van adjungalt helyett)

0.2. Tétel (szinguldris felbontds). Legyen A € C™*™ mdtrix melynek rangja k < min(m,n), ekkor 1éteznek
u; € C™ és v, € C" vektorok és o; nem-negativ valés szdmok ¢ = 1. .. k-ig ugy, hogy

k
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A= g; - W;v;
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Ahol u,; vektorok, az A matrix bal-szingularis vektorai, ortonormalt rendszert alkotnak, v, a jobb-szingularis
vektorok és ezek is ortonormélt rendszert alkotnak és o; a szingularis értékek. Valamint w0 didd (diadikus)
szorzat.

0.2.1. Megjegyzés. A fenti felbontds nem egyértelmi! Tobb U és V matrix-par is létezhet tgy, hogy A =
UXVH  de a szingularis értékek () sorrendtdl eltekintve egyértelmiiek!

0.2.2. Megjegyzés. A felbontasra két szamolési eljaras:
e B=ATA

1. B matrixnak kiszamoljuk a sajatértékeit és sajatvektorait. Sajatvektorok, mint oszlopvektorok, lesz-
nek a V’/ métrixban, a szinguldris értékek pedig a B sajdtértékeinek gyokei.

2. U = AV’

3. U-t gy kapjuk, hogy U’ oszlopait norméljuk, V-t pedig gy, hogy V' oszlopait normaljuk (leosztjuk
a hosszukkal).

e B=AAT

1. B matrixnak kiszamoljuk a sajatértékeit és sajatvektorait. Sajatvektorok, mint oszlopvektorok, lesz-
nek az U’ métrixban, a szinguldris értékek pedig a B sajatértékeinek gyokei.

2.V =ATU
3. U-t gy kapjuk, hogy U’ oszlopait norméljuk, V-t pedig tgy, hogy V' oszlopait normaljuk (leosztjuk
a hosszukkal).

0.2.1. Feladat. Szamitsuk ki az

méatrix SVD felbontdsat!

Megoldds 1. Szamitsuk ki B = AAT sajatértékeit és sajatvektorait!

3 -1
3 1 1 11 1
-1 3 1 11 1 11
*https://www.youtube.com/watch?v=R9UoFyqJca8
Thttp://math.bme.hu/~borbely



https://www.youtube.com/watch?v=R9UoFyqJca8
http://math.bme.hu/~borbely

Ennek sajatértékei:
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Ebbdl a sajatértékek: A; = 10, Ay = 12. Vagyis a szinguldris értékek /10 és v/12. A; = 10-hez sajatvektor (elsé
jobb-szingularis vektor):
1 110
o)

ennek egy nem-nulla megolddsa a (—1, 1) vektor.
A 12 sajatértékhez tartozo sajatvektor:

A bal-szinguléris vektorok:
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U és V gy kaphaté meg, hogy U’ és V' oszlopaikat normalizaljuk:
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Megoldds 2. Szamitsuk ki B = AT A sajatértékeit és sajatvektorait!
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Ennek sajatértékei:
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Ebbdl a sajatértékek: Ay = 0, Ao = 10, A3 = 12. Vagyis a szinguldris értékek 0,+/10 és v/12. A nulldhoz nem is
keresiink sajatvektort, mert a végeredményben tgyis nulla szorzéval szerepelne. Ao = 10-hez sajatvektor (els§
jobb-szingularis vektor):
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ennek egy nem-nulla megolddsa a (—2,1,0) vektor.
A 12 sajatértékhez tartozé sajatvektor:
-2 0 2 0 -2 0 2 10
0 -2 4 [0|—=] 0 -2 4|0 —>[_02 _021218]%
2 4 —-1010 0 4 =810



Vagyis a méasodik jobb-szingularis vektor a (1,2,1).
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Vi=l1 2
0 1
Ezt a matrixot kiegészithetnénk egy harmadik, ez el6z6 kettére ortogonalis vektorral és bevehetnénk a 0 sajat-
értéket. Ekkor kapnank teljes SVD-t, de ezt most nem tessziik meg.

A bal-szinguléris vektorok:
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U és V gy kaphaté meg, hogy U’ és V' oszlopaikat normalizaljuk:
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Ugyan az jott ki, mint az els6 megoldasban, bar ez nem sziikségszerii, mivel a felbontas nem egyértelmi.
Szingularis felbontas alakban:

didd szorzat didd szorzat

0.2.2. Feladat. Szamoljunk az alabbi matrixra SVD-t!
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El6szor
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B=ATA=|1 20
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Ennek sajatértékei:
2-2 1 0
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Vagyis a sajatértékek: 1 és a 3 kétszeres. A szingularis értékek: 1,1/3,v/3. A jobb sajatvektorok koziil elészor
a A\ = l-hez tartozot:

1 1 0]0
1 1 010
00 2|0
Ennek egy nem-nulla megolddsa: (—1,1,0).
Most a A = 3-hoz:
-1 1 0|0
1 -1 010
0 0 010

Ennek magtere (nulltere) két dimenziés. Ugyeljiink arra, hogy az osszes fiiggetlen sajatvektort megtaldljuk!

S6t, szimmetrikus matrix (amilyen B is) sajatvektorai merélegesek is egymdsra! Két lehetséges vektor: (1,1,0)
és (0,0,1), igy:
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Végezetil teljes SVD alakban:
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0.2.3. Feladat. Szamitsuk ki az

matrix SVD felbontdsat!

Megoldds. Szamitsuk ki B = AT A sajatértékeit és sajatvektorait!
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Ennek sajatértékei:

Vegyiik észre, hogy ez két pozitiv szam. A szingularis értékek ezek gyokei: % Az elsé (gyok nélkiili)
sajatértékhez tartozé sajatvektor:
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ennek egy nem-nulla megolddsa az (1, 1+2‘/5) vektor. A maésik sajatértékhez tartozd sajatvektort nem szamitjuk
ki, mert erre mer8leges kell legyen, mert B métrix ortogonslisan diagonalizalhaté. Igy a mdsik sajatvektor:
(%, —1). Ezzel megvannak a jobb-szinguldris vektorok, oszloponként métrixba rendezve:

v 1 #
= 1+2 2

Ez utdn a bal-szinguldris vektorok: U’ = AV’
<3+¢5 ~1+V5 )
U' — 2 2
1+v5 -1

U és V ezen matrixokbdl ugy kaphatd meg, hogy oszlopaikat normalizaljuk, valamint
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0.2.4. Feladat. Szamitsunk SVD-t:
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B-hez sajatérték, sajatvektor:

det (9__2? 62—iA) (90— N)(6—)) —4—



A2 — 150 450 = (A — 5)(\ — 10)

A sajat értékek: 5 és 10. Figyelmjik meg, hogy az eredeti méatrix és B is komplex, de B Onadjungalt és
sajatértékei nem-negativ (valés) szamok. A szinguléris értékek ezek gyokei: /5 és 1/10.
Az 5-hoz tartozd sajatvektor:

4 210
[ ~2i 10 }
Az elsd jobb-szinguldris vektor: (—i,2).
A 10-hez tartozo sajatvektor:
-1 2|0
[21‘ —4 0}

A mésodik jobb-szingularis vektor: (2i,1), igy:

A bal-szinguléris vektorok:
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