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A BME matematikus hallgatéinak tartott Analizis és Kalkulus targyak motivaltak a jelen jegyzet
megirasat. Ez oktatasi segédanyag, melyben eléfordulhatnak hibdk. Ezért ha hibat talal a szovegben,
kérem jelezze a szerzének.
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javitaséért és értékes megjegyzéseiért, Joo Attilanak, aki felhivta figyelmem a halmazelmélet részben
par pontatlansigra a jegyzet el6zetes valtozatiaban, valamint Lovas Attildnak a fiiggelék gondos
atnézéséért.
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1 Halmazelméleti alapok

1.1. Logikai alapok

A mai modern matematika nagy része, tobbek kézott az analizis is, felépithet6 a halmazelméletbol.
Nem célunk a halmazelmélet axiémaibdl teljesen részletesen felépiteni az analizist, de az axiémaktél
a definicidkig, tételekig vezetd utat szeretnénk vildgossé tenni.

A halmazelméletet megel6z6 elméleteket, mint példaul a logikdt vagy a formalis nyelvek elméletét
egyaltalan nem emlitjiik, mindossze a jelolések egységesitése végett tesziink néhdany megjegyzést veliik
kapcsolatban.

A halmazelméletben definidlatlan alapfogalomként szerepel a halmaz és a halmaz elemének lenni
kifejezés. Tehat barmely A és B halmaz esetén értelmes az a kijelentés, hogy A eleme a B halmaznak.
Az ,, A eleme a B halmaznak” kijelentést az A € B szimbdlummal jeloljiik.

A halmazelmélet axiomainak az attekintéséhez sziikséges az alapvetd logikai jelek ismerete.

A valtozdjelekre tetszbleges betiit, illetve jelet fogunk haszndlni a tovabbiakban. Adott p és ¢
allitas esetén az alabbi alapvetd logikai kapcsolokat értelmezziik:

-p:  p tagaddsa, negdcidja;
pVgq  puagy q;

3: létezik szimbdlum.

1.1. Definicié. A halmazelmélet keretein beliil formuldnak nevezziik a karaktersorozatok azon leg-
sziikebb F¢ csaladjanak elemeit, melyre teljesiil, hogy

1. minden z; és x; valtozdjel esetén az x; € x; karaktersorozat Fc eleme;

2. minden x; és x; valtozdjel esetén az x; = x; karaktersorozat F¢ eleme;

3. minden p,q € Fc és x; valtozdjel esetén

=(p), (p) V (@), Fzi(p) € Fe

teljesiil.

1.2. Definicié. A logikai jelek felhaszndlasaval a kovetkez6 logikai miiveleteket definidljuk. Legyen
p, q formula és z; valtozdjel.

L. (p) A (q): p és g, ha =((=(p)) V (=()));

2. (p) = (q): p-bdl q kovetkezik, ha (—(p)) V (q);

3. (p) < (q): p és q ekvivalensek, ha ((p) = (¢)) A ((q) = (P));
4. Va(p): minden x esetén p teljesiil, ha —(3x(—(p))).

Minden p, g € formula és x; valtozdjel esetén

(») A (9), (p) # (9), (p) = (@), (P) > (q), Vi(p)

is formula. Amennyiben a formuldkon beliill a zardjelezés az értelmezést nem befolydsolé mdédon
elhagyhatd, akkor az attekinthetoség kedvéért elhagyjuk.

A tovébbiakban = ¢ y jeloli a —(x € y) formulét, valamint x # y a —(x = y) formuldt.

1.3. Definicié. Egy adott formula lehet igaz (i), vagy hamis (h). Adott p és ¢ formula igaz vagy
hamis formula esetén az aldbbi igazsdgtdbldzaban foglaljuk Gssze —p és p V q igaz vagy hamis voltat.

pPlq|lp|PVg
i i | h 1
i | h| h 1
hlil| 1
hlh| i h
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A halmazelmélet axiémai megmondjak, hogy mely formuldk biztosan igazak. KEzekbol az alap
formuldkbdl (axidmékbdl) vezetiink le késébb tovabbi formuldkat (tételeket).

Ezek alapjan levezethet6 a tobbi logikai mivelet igazsagtabléja.

1.1. Tétel. Legyen p és q formula. Ekkor a bevezetett logikai miveletek igazsdgtdibldja az aldbbi.

Plg|PANg|pP—>q Py
i1 i i i
i|h| h h h
h|i h i h
hlh| h i i

Bizonyitds. A definiciébdl elemi szdmoldssal adédik.

1.4. Definicié. A p és g formuldkat ekvivalensnek neveziink, ha igazsagtartalmuk azonos, azaz, ha
p <> q igaz, ennek jele p = q.

1.2. Tétel. A p,q ésr formuldra

—(p)=p —~(pAqg)=(-p)V(~q) —(pVae=(p A9

PAP=DP DPAG=qAD pA(GAT)= (NG AT

pVp=p pVqg=qVp pV(gVvr)=({VvgVr
p—=q=(~q) —(-p) pVgAT)={@EVHAN(PVr)
pA(gVr)={@AqV(pAT)

teljesul.

Bizonyitds. ApA(gVr)=(pAq)V(pAr) azonossigot az aldbbi igazsdgtabla bizonyitja.

plalr|pAg|pAr | (pAgV(pAT) [pA(gVT)
1 7 7 1 1 1 1
hlil|lil| h h h h
il h|1 h 7 7 7
hlh|i| h h h h
11| h 7 h 7 7
hli|h| h h h h
ilh|h| h h h h
hlh|h| h h h h

A t6bbi azonossédg is hasonlé médon szarmaztathato igazsagtdblazatokbdl.

1.2. Elemi halmazmiveletek

1.5. Definicié. Adott A, B halmaz esetén A U B jeldli azt a halmazt, melyre
Vo (wWe AUB < (ve A V veEB))

teljesiil, valamint A és B unidjdnak nevezzik.

1.6. Definicié. Adott A, B halmaz esetén A N B jeldli azt a halmazt, melyre
Vo we ANB < (veA A veB))

teljesiil, valamint A és B metszetének nevezziik.
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1.7. Definicié. Adott A halmaz esetén P(A) halmaz jeloli azt a halmazt, melyre
Vo (veP(A) «+ vCA)
teljestil, valamint az A hatvdnyhalmazdinak nevezzik.

1.8. Definicié. Adott A, B halmaz esetén az {x € A| © ¢ B} halmazt A és B kilonbségének
nevezzik, ennek jele A\ B.

1.3. Tétel. Minden A, B,C halmazra az aldbbiak teljesilnek.

ANd=0 ANnA=A AnB=BnNnA An(BNnC)=(AnB)NC
AUufl=A AUA=A AUB=BUA AUBUC)=(AUuB)UC
) =

AUu(BNC)=(AUB)N(AUC) AN(BUC)=(ANB)UANCQC)
A\ (BUC)=(A\B)N(A\C) A\(BNC)=(A\B)U(A\Q)

Bizonyitds. A tételben szereplé allitdsok elemi szamolassal visszavezethetk a 1.2 tételben szerepld
logikai Osszefiiggésekre.

1.4. Tétel. (Cantor-tétel.) Nem létezik olyan halmaz, mely minden halmazt tartalmaz.

Bizonyitds. Indirekt: Legyen z az a halmaz, mely minden halmazt tartalmaz és legyen y 2 {z €
x| z ¢ z}. Ekkor mind y € y, mind y ¢ y ellentmondéshoz vezet.

1.3. Relaciok

1.9. Definicié. Adott x,y halmazok esetén az

A
(z,y) = {{«},{z, y}}
halmazt rendezett parnak nevezziik.
1.5. Tétel. Minden x,y,a,b halmazra (z,y) = (a,b) < (x = a Ay =b) teljesil.

Bizonyitds. Ha x = a és y = b, akkor nyilvan (z,y) = (a,b). Tegyiik fel, hogy (z,y) = (a,b),
vagyis {{z} ,{z,y}} = {{a},{a,b}} teljesiil. Ekkor {z},{z,y} € {{a}.{a,b}}.
— Ha {z} = {a} és {z,y} = {a}, akkor x = y = a, valamint a = b, tehét ekkor x = a és y = b.
— Ha {z} = {a} és {z,y} = {a, b}, akkor x = a, valamint {a,y} = {a, b} miatt y = b, vagy y = a,
ami ugyancsak azt jelenti, hogy x = a és y = b.
— Ha {2} = {a,b}, akkor z =a=bés y = b, tehdt x = a és y = b.

1.10. Definicié. Az A és B halmaz Descartes-szorzatdnak nevezzik az
Ax B2 {(a,b) e P(P(AUB)) |a€ A, be B}
halmazt.

1.11. Definicié. Adott X,Y halmazok esetén a Descartes-szorzatuk tetszdéleges részhalmazat reldci-
onak nevezzik, azaz R relacié, ha RC X xY. Az RC X x Y relacio
— értelmezési tartomanya

DomRé{$€X| JyeY:(z,y) € R}
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— értékkészlete A
RanR={yeY|3dzx e X : (z,y) € R};
— nverze
-1

R ={(y.x) €Y x X| (x.y) € R}:
altali képe a H C X halmaznak

RH)E{yeY| e H: (z,y) € R};
— megszoritisa vagy leszikitése a H C X halmazra
Rlg 2 RN(HxY).
Az Ry C X XY és Ry CY X Z relacié kompozicidja

Roo Ry é{(:I:,Z:)EX><Z| JyeY: (z,y) € RN (y,2) € Ry}

Nyilvan minden R C X X Y relaciéra minden H C X esetén
R(H) =RanR|ug
teljesiil.
1.12. Definicié. Tetszoleges X halmaz esetén
idy £ {(z,2) € X x X|z € X}

jeloli az identitdsreldciot.

1.4. Fiiggvények
1.13. Definicié. Az R C X x Y relécié figgvény, ha

vavyvy' (((z,y) € RA(z,y') € R) =y =1y)
teljesiil.

Az f C X x Y fiiggvényre a tovabbiakban az f : X — Y jelolést hasznaljuk. Az f: X -» Y
fliggvény értelmezési tartomanya Dom f C X és értékkészlete Ran f C Y. Az f figgvényt, mint
hozzérendelési szabalyt gyakran az

f:X=>Y z- f(x)
alakban irjuk fel. A H C X esetén a fliggvény lesziikitése
flea : H—>Y aw— f(x).

Abban az esetben, amikor az f : X — Y fliiggvényre Dom f = X teljesiil az f : X — Y jelolést fogjuk
hasznélni. Tehdt az f: X — Y jelentése az, hogy f fliggvény és Dom f = X.

A figgvények halmazdra bevezetjik az F(X,Y) = {f C X x Y |f fuggvény, Dom f = X} jelo-
lést, valamint megemlitjiik, hogy szokdsos még az XY jelolés is erre a fiiggvényhalmazra, de egészen
kivételes esetektdl eltekintve ezt nem hasznaljuk.
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1.14. Definicié. Az f: X — Y fliggvény
— injektiv, ha Ve, 2’ € X : (f(z) = f(2') =z =2');
— sziirjektiv, ha Ran f =Y
— bigektiv, ha Dom f = X, injektiv és sziirjektiv.
Az f: X — X bijekciét az X halmaz permutdcidjinak is nevezziik.

-1
1.6. Tétel. Ha f figgvény, akkor f pontosan akkor fiiggvény, ha f injektiv.
Bizonyitds. Legyen f: X — Y figegvény. Az f fiiggvény injektivitdsa azt jelenti, hogy

Ve, e XVyeY: ((z,y) € fA(2,y) € f)—a=2

-1
Az f relacié fliggvényszeriisége azt jelenti, hogy

-1
Ve, e XVyeY: (yy2) € f Ay, 2)e f)—ax=2.
Vagyis a két kijelentés ekvivalens egymaéssal.
-1
1.15. Definicié. Ha f injektiv fiiggvény, akkor az f fiiggvényt f—1 jeloli és ez az f fiiggvény inverze.
Amennyiben egy fliggvénynek létezik inverze, akkor azt mondjuk, hogy a fliggvény invertdlhato.
1.7. Tétel. Fuggvények kompozicidja figguény.

Bizonyitds. Legyen f: X - Y ésg:Y — Z, valamint tegyiik fel, hogy (z, z1), (x,22) € (g o f).
A reldcidk kompozicidjadnak az értelmezése alapjan létezik olyan yi,y2 € Y, melyre (x,y1) € f,
(z,y2) € f, (y1,21) € g és (y2,22) € g teljesiil. Mivel f fiiggvény, {gy y1 = yo, tehdt az (y1,21) € g
és a (ya, 22) € g relaciokbdl g fiiggvényszeriiségének a felhasznéldsdval z; = zo adddik, vagyis g o f
fiiggvény.

Tehat az f : X - Y ésg:Y — Z fuggvény kompozicigjat gy értelmezziik, mint az f és g relacié
kompoziciéjat. Ekkor g o f értelmezési tartomédnya

Dom(go f) ={x € X |z € Dom f, f(z) € Domg}.

A figgvénykompozicét a
gof: X—>2Z  wr—g(f(x))
alakban is frhatjuk.

1.8. Tétel. Bdrmely f € F(X,Y), g€ F(Y,Z) és he€ F(Z,V) figgvényre
ho(gof)=(hog)of, idyof=foidx=f
teljestil.

Bizonyitds. Legyen (z,v) € ho(go f). Ekkor létezik olyan z € Z, hogy (z,2) € (go f) és (z,v) € h.
Amibdl kovetkezik, hogy létezik olyan y € Y, hogy (x,y) € f és (y,z) € g. Ekkor (y,z) € g és
(z,v) € h miatt (y,v) € ho g, valamint (z,y) € f miatt (z,v) € (hog)o f. Az indentitdsfiiggvényre
vonatkozd azonossag nyilvanvaléan adddik az identitasfiiggvény definicidjabol.

A megszokott matematikai miiveletek is fiiggvények, melyek fébb tulajdonsdgaikat az alabbiakban
definidljuk.
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1.16. Definicié. Valamilyen X halmaz esetén az X x X — X figgvényeket gyakran miuveletnek
nevezzik, és jelolésiikre altaldban az infix médot haszndljuk. Vagyis példaul az + : X x X — X

miivelet és z,y € X esetén az z + vy 2 +(z,y) jeloléssel éliink.
— Azt mondjuk, hogy a + miivelet kommutativ, ha Ve, y € X :x +y =y + x.
— A + miivelet asszociativ, haVz,y,z€ X :x+ (y+2) = (x +y) + 2.
— A 4 mivelet egységelemes, ha de € X,Vx € X :x+e=e+z=1x.
— Azt mondjuk, hogy a + egységelemes miivelet inverzelemes ha
VeeX: I eX:o+a2 ' =e A +z=c¢,
ahol e jeloli az egységelemet.

— A X x X — X mivelet disztributiv a + mduveletre nézve, ha Vr,y, z € X elemre

z-(y+2)=(e-y)+(z-2) W+z) o=y 2)+( 2.

1.9. Tétel. (Cantor-tétel.) Egyetlen A halmaz esetén sem létezik [ : A — P(A) szirjektiv figgvény.

Bizonyitds. Indirekt: Legyen f : A — P(A) szirjektiv fliggvény. Legyen YV = {reAlz¢ flx)}
Ekkor létezik xg € A, melyre f(xo) = Y. Ekkor az g € Y feltevés és az xg ¢ Y feltevés is
ellentmondéshoz vezet.

1.5. Halmazrendszerek

1.17. Definicié. Legyen I és A nem tres halmaz. Az f : I — P(A) fiiggvényt halmazrendszernek
nevezzilkk, minden ¢ € I esetén az A; 2 f (@) jelolés hasznéljuk a fiiggvény értékére, valamint az I
halmazt inderhalmaznak nevezzik. Az f fiiggvényre pedig gyakran az (A;);cr jelolést haszndljuk.

1.18. Definicid. Legyen I, A # 0, és (A;)ier halmazrendszer. Az (A;);cr halmazrendszer unidja
UAié{:ceABieI: re A}
iel

és metszete

ﬂAié{zGAWiGI: x €A},
icl

1.19. Definicié. Az (A;)icr halmazrendszer Descartes-szorzatdn a

HAi{f:I% U4

i€l iel

Viel: f(i)EAz}

e ’ . A TP . (s
halmazt értjiik. Adott f € H A; és k € I esetén az fi, = f(k) jelolést is fogjuk haszndlni.
il
A Descartes-szorzat elemei tehat az indexhalmazon értelmezett specialis fliggvények. Abban az
esetben, amikor az (A4;);er halmazrendszerre minden 4, j € I esetén A; = A; teljesiil, akkor az A = A;
jelolést bevezetve a halmazrendszer Descartes-szorzatdra

[[A={f:1- 4} =F(,A)

adédik, amit gyakran az A’ szimbSlummal fogunk jeloIni.
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1.10. Tétel. Legyen Ay, A, tetszéleges halmaz és I = {x,y}. Ekkor a

o [JAi = A x Ay fe (F2), f(y)
iel
leképezés bijekcio.
Bizonyitds. Tegylk fel, hogy v(a) = ¢(8). Ekkor (a(z), a(y)) = (B(x), 8(y)), amibdl a(z) = B(x)
és a(y) = Py) adddik, ami pedig azt jelenti, hogy o = B. Vagyis a ¢ leképezés injektiv. Ha
(czycy) € Ay X Ay, akkor az f = {(x,¢z), (y,¢y)} € HAi fuggvényre ¢(f) = (cz, ¢y) teljesiil, vagyis
iel

o szurjektiv.

Ezen tétel értelmében a halmazrendszer szorzata tekintheté a kordbban értelmezett Descartes-
szorzat dltaldnositasanak, ez indokolja az elnevezést.

1.11. Tétel. Ha (A;)ier olyan halmazrendszer, hogy Vi € I(A; # 0), akkor HAi # ().

el

1.20. Definicié. Legyen (A;);er halmazrendszer.
— Adott k € I esetén a
prk:HAi%Ak T T
i€l
fliggvényt a k-adik projekcio figguénynek nevezzik.
— Adott a € HAi és k € I esetén a

el

ing = {(:c,u) € A xHAi ‘ up = a, Vie[\{k}:uiai}

el

fliggvényt a k koordindta a ponthoz tartozo inkluzio fiiggvénynek nevezzik. Vagyis a € ]._.[Ai’
iel
k,i €1l ésx € Aj esetén
. o x, ha 1=k
(ing k()i = { ay, ha 1#k.

1.6. Rendezések

1.21. Definicié. Az R C X x X relacié homogén reldcié az X halmaz fo6létt. Néhény fontos lehetséges
tulajdonsaga:
— reflexiv, ha Ve € X((z,z) € R);
tranzitiv, ha Vz,y,z € X(((z,y) € RA (y,2) € R) — (z,2) € R);
szimmetrikus, ha Vz,y € X ((x,y) € R — (y,z) € R);
antiszimmetrikus, ha Vz,y € X (((z,y) € RA (y,z) € R) = x = y).

1.12. Tétel. Legyen R C X x X reldcid.
1. Az R pontosan akkor reflexiv, ha idx C R.
2. Az R pontosan akkor tranzitiv, ha Ro R C R.

-1
8. Az R pontosan akkor szimmetrikus, ha R = R.
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-1
4. Az R pontosan akkor antiszimmetrikus, ha RN R C idpom r-
Bizonyitds. A definicidk kozvetlen kovetkezménye.

1.22. Definicié. A reflexiv, antiszimmetrikus, tranzitiv reldcidkat a rendezéseknek nevezziik. Ha <
rendezés az A halmaz felett, akkor az (A, <) par neve: rendezett halmaz.

A rendezéseket ltaldban a <, >, <, = szimbdélummal jeloljiik. A tovdbbiakban (z,y) €< helyett
az x < y jelolést haszndljuk, és bevezetjik az x < y roviditést az (z < y) A (z # y) formula helyett.

1.23. Definicid. Legyen (A, <) rendezett halmaz.

— Az X C A halmaz felsd (illetve alsd) korldtjénak neveziink minden olyan 2 € A elemet, amelyre
Vo' € X o’ <z (x < ') teljesil.

— Az X C A halmaz felilrdl (illetve alulrdl) korlatos, ha létezik az X halmaznak fels (illetve alsd)
korlatja. Az X C A halmaz korldtos, ha X feliilrél és alulrdl is korldtos.

— Az X C A halmaz legnagyobb (illetve legkisebdb) elemének nevezziik X minden olyan elemét,
amely felsd (illetve alsd) korldtja az X halmaznak.

— Az X C A halmaz szuprémuma (illetve infimuma) az X halmaz legkisebb (illetve legnagyobb)
felsd (illetve alsd) korldtja; jele: sup X, illetve inf X.

— Az X C A halmaz maximdlis (illetve minimdlis) elemének neveziink minden olyan z € X
elemet, amelyre teljesiil az, hogy X-nek nem létezik z-nél nagyobb (illetve kisebb) eleme.

Rendezett halmaz egy részhalmazdnak legfeljebb egy legnagyobb (illetve legkisebb) eleme 1étezhet,
de lehet t6bb maximalis (illetve minimadlis) eleme.

1.24. Definicié. Az (A, <) pér linedrisan rendezett halmaz, ha olyan (A, <) rendezett halmaz, hogy
A barmely két eleme Osszehasonlithaté a < rendezés szerint, azaz Va,y € A : (x < yVy < x) teljesiil.

1.13. Tétel. Legyen (A, <) linedrisan rendezett halmaz, és X C A.
1. Azy € A elemre sup X = y pontosan akkor teljesil, ha y felsé korldtja az X halmaznak és
VzeA: (z<y— (FreX:z<ua)) teljesil.
2. Az y € A elemre inf X = y pontosan akkor teljesiil, ha y alsé korldtja az X halmaznak és
VzeA: (z>y— (FreX:z>ux)) teljesil.

Bizonyitds. Az els6 allitdast bizonyitjuk, a mésodik hasonlé gondolatmentettel igazolhato.

= Legyen y = sup X. Ekkor y definici6 szerint fels6 korldtja az X halmaznak. Indirekt tegyiik fel,
hogy 3z € A, melyre z < y és minden = € X esetén x < z. Ekkor z felsé korlatja az X halmaznak,
és kisebb mint y, vagyis nem y = sup X az X halmaz legkisebb fels6 korlatja, ami ellentmondas.

< Legyen y olyan fels6 korldtja az X halmaznak, melyre Vz € A: (z <y — (v € X : z < 1))
teljesiil. Ekkor y a legkisebb fels6 korlat, vagyis y = sup X.

1.25. Definicié. Legyen (A, <) rendezett halmaz. Az (A, <) part jolrendezett halmaznak, magit a
< relaciét pedig jolrendezésnek nevezziik, ha A minden nem {iires részhalmazanak létezik legkisebb
eleme.

A jdlrendezett halmaz definici6jabdl azonnal kovetkezik, hogy minden jdlrendezett halmaz lined-
risan rendezett és nem az iires halmaz.
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1.26. Definicié. Ha (A, <) rendezett halmaz, akkor z, y € A esetén definidljuk az aldbbi halmazokat.

A fenti médon meghatérozott halmazokat intervallumoknak nevezziik.

1.27. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (A, <) rendezett halmaz induktivan rendezett halmaz, ha
minden olyan részhalmaza feliilr6l korlatos, melynek barmely két eleme 6sszehasonlithato.

1.14. Tétel. (Kuratowski-Zorn-lemma.) Minden induktivan rendezett halmaznak létezik mazimdlis
eleme.

1.7. Ekvivalenciarelaciok
1.28. Definicié. A reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv relacidkat ekvivalenciareldcidknak nevezziik.

Az ekvivalenciareldcikat a =, ~ szimbdlummal jeldljiik, tovdbbd (z,y) €~ helyett az x = y jelolést
hasznéljuk.

1.29. Definicié. Legyen A tetszOleges halmaz, és legyen = ekvivalenciarelacié az A halmazon. Az
X C A halmazt ekvivalenciaosztdlynak nevezzik, ha

1. X #0;

2. Ve,ye X 1z = y;

3. VeeX,VyeAd: (z=y—yeX).

1.15. Tétel. Legyen A tetszdleges halmaz és =~ ekvivalenciareldcid az A halmazon. FEkkor minden
a € A elemre az
a/%é{z€A| a~z}

halmaz ekvivalenciaosztdily, és az ekvivalenciaosztdlyok halmazt alkotnak
A/~ (X eP(A)|JacA: X =a)~).
Tovdbbd az A/ ~ ekvivalenciaosztdlyok diszjunkt halmazrendszert alkotnak, azaz
Ve,yec A/ ~: z#y—znNy=0, é U{xlzecA/~}=A
teljestil.

Bizonyitds. Legyen A tetszéleges halmaz, a € A és = ekvivalenciareldcié az A halmazon. Mivel
a ~ a, ezért a € a/ =, vagyis a/ ~# 0. Ha x,y € a/ =, akkor x =~ a, y ~ a, amib6l a = relacid
tranzitivitdsa miatt  ~ y adédik. Ha x € a/ = és y € A olyan elem, melyre = = y teljesiil, akkor
y = a a =~ reldcié tranzitivitdsa miatt, vagyis y € a/ .

Legyen z/ ~,y/ ~€ A/ =~ olyan, hogy x/ ~+# y/ ~. Tegyik fel, hogy ¢ € (x/ =) N (y/ =). Ekkor
x & césy R~ ¢ vagyls ¢ & y, amibdl a & reldcié tranzitivitdsdnak felhaszndldsaval az z/ == y/ ~
ellentmondéas adddik. Tehat feltételezésiinkkel ellentétben nem létezhet olyan ¢ elem, melyet az x/ ~
és az y/ ~ halmaz is tartalmaz, igy (z/ =) N (y/ =) = 0.

Ha z € A/ =, akkor x C A, vagyis az A részhalmazainak az egyesitése nyilvan részhalmaza az A
halmaznak, ezért csak a A C U{z| = € A/ =~} tartalmazdst kell igazolni. Ha a € A, akkor nyilvdn
a€al ~€ A/ =, vagyis a € U{x| v € A/ ~}.
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1.8. Valds szamok

1.16. Tétel. Létezik olyan (R, +,—,-, ~1,0,1, <) nyolcas, ahol
1. 0,1eR,0#1;
2. +:RxR =R, (a,b) = a+b figgvény, —: R = R, a — —a fliggvény a

Va € R a+0=a

Va € R a+(—a)=0
Va,b,ceR (a+b)+c=a+ (b+c)
Ya,b € R a+b=b+a

tulajdonsdgokkal;
3. - :RxR =R, (a,b)— a-b figguény, 1 : R\ {0} = R, a+ a~! fiiggvény a

Va € R a-l=a

Va € R\ {0} a-a"'=1
VYa,b,ce R  (a-b)-c=a-(b-c)
Va,b € R a-b=b-a
Va,b,ce R (a+b)-c=a-c+b-c

tulajdonsdgokkal;
4. <C R x R részhalmaz, melyre minden (a,b) €< esetén az a < b jelolést haszndljuk, és mely
rendelkezik a

Ya € R a<a

VYa,b € R (a<b ANb<a) - a=b
Va,b,ceR (a<b A b<c¢c) = a<c
Va,b € R a<bVb<a

Va,b,ceR (a<b) — a+c<b+c
Va,b,ceR (a<b A 0<c¢) = a-c<b-c

tulajdonsagokkal;
5. tovdbbd

VAe PR)\{0}: (BKeR:(Va€A: a<K)) —
— (FseR:((VaeA: a<s) A (V§ €R: (Va€eA: a<s) — s<4))))
teljestil.
Tovdbbd az 1.—4. tulajdonsdgoknak eleget tevd (R,+,—,-, ~1,0,1, <) struktirdkat nevezziik rendezett

testeknek, valamint ha az 5. s teljesul eqy rendezett testre, akkor azt teljesen rendezett testnek
nevezzik.

A szorzés - jelét dltaldban nem irjuk ki, azaz a,b € R esetén ab jeloli az a- b elemet. Adott a,b € R
esetén a — b jeloli az a + (—b) elemet. Az a € R és b € R\ {0} esetén az ab—! elemre gyakran az a : b

vagy az a4 jelolést hasznaljuk. Tovabba minden a,b € R esetén a < b vagy b > a azt jeloli, hogy a < b
ésa#b.

1.30. Definicié. Legyen A C R.
— Az A halmaz felsé (illetve alsd) korldtjdnak neveziink minden olyan C' € R elemet, amelyre
Va e Aa<C (C<a) teljesiil.
— Az A halmaz felilrdl (illetve alulrdl) korlatos, ha létezik az A halmaznak felsd (illetve alsé)
korlatja. Az A halmaz korldtos, ha A feliilrdl és alulrdl is korlatos.
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— Az A halmaz legnagyobb (illetve legkisebb) elemének nevezzitk A minden olyan elemét, amely
felsd (illetve alsd) korldtja az A halmaznak.

— Az A halmaz szuprémuma (illetve infimuma) az A halmaz legkisebb (illetve legnagyobb) fels
(illetve alsd) korlatja; jele: sup A (illetve inf A).

A rendezett testekben (igy a valds szdmok korében is) érvényes szdmoldsi szabdlyokat foglalja 6ssze
a kovetkezo tétel.

1.17. Tétel. Legyen (K,+,-,0,1,<) rendezelt test. Ekkor az aldbbiak teljestilnek.

1.VeeK: 0-z=0

2VeeK: (-1)-z=-x

3. freK: 0-z=1

4. Vr,ye K z<y —» —y<—x

5. (~1)2 =1

6. Ve,y,ze K: (x<y A 2<0) = yz<uzz
7 NreK: 0<a?

8. 0«1

9. Vr,ye K: 0<z<y —>0<§<%

Bizonyitds.
1. Legyen = € K tetszbleges. Ekkor 0 4+ 0 = 0 és a disztributivitas miatt

0-2=(0+4+0)-2=0-2+0-x,

amihez hozzdadva a —(0 - z) elemet 0 -2 = 0 adédik.
2. Ha z € K akkor az 1. pont alapjan 0 -z = 0, ezért

(-)-2=04+(-1)-z2=—-z+z+(-1)-2=—2x+1-z+(-1)- 2=
=—<2+(1+(-1))z=—2+0-2=—-2+0=—zx.
3. Az 1. pont nyilvanvalé kévetkezménye.

4. Ha z,y € K és x < y, akkor az egyenlotlenséghez hozzdadva a —x — y szamot —y < —z adddik.
5 A

(-1)?=(=1) (1) =1+ (-1) +(-1)) - (-1) = =1+ (=1)* + (-1)?

egyenlet elejéhez és végéhez hozzdadva a —(—1)? szdmot
0=—1+(-1)2
majd az 1 szamot
1=(-1)?

adodik.

6. Legyen x,y,z € K olyan, melyre z < y és z < 0 teljesiil. A 4. pont alapjan ekkor 0 < —z, vagyis
—zx < —zy, amibdl megint a 4. pont alapjan zy < zx kovetkezik.

7. Legyen z € K. Ha 0 < x € K, akkor az egyenl6tlenséget megszorozva az x pozitiv szimmal 0 < z2
adédik. Ha x < 0, akkor 0 < —z, amit megszorozva a —x pozitiv szdimmal 0 < z? adédik.

8. A 7. pont alapjan nyilvanvalo.

1
9. Legyen z € K olyan, melyre 0 < z teljesil. Ha — < 0 teljeslilne, akkor ezt megszorozva az z
x
1
szammal 1 < 0 ellentmondas adddna, tehat 0 < —. Ha z,y € K olyan, melyre 0 < x < y teljestl,

T
1 1

akkor az x < y egyenlGtlenséget megszorozva az — szammal — < — adodik.

xy y x
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1.18. Tétel. Rendezett testben minden elem négyzete pozitiv.

Bizonyitds. A 1.17 tétel 7. pontja éppen ez volt.

s s s . . - = A
1.31. Definicié. Jeloljon oo és —oo két olyan halmazt, melyre oo, —oco ¢ R teljestil. Ekkor az R =
R U {—00, 00} halmazt bdvitett valds szamoknak nevezzik, a co elemet végtelennek, a —oo elemet
pedig minusz végtelennek mondjuk. A valds szdmok halmazédn értelmezett < relacié bévitése
A

< =S UR x {oo}) U ({—00} x R) U {(—00,—00)} U {(—00,00)} U {(00,00)}.

A + és - miivelet az aldbbi médon bovitjiik.
— Minden a € R esetén legyen a + oo 2 +a 2 00, tovabba legyen oo 4 oo 2 .

— Minden a € R esetén legyen a + (—o0) = (—o0)+a = —00, tovabbd legyen —oo + (—o0) 2 .
— Minden a € R\ {0} esetén legyen

A A o ha a>0,
a-00=00-a=
—oo ha a<0,

A &

tovabba legyen oo - oo 2 (—00) - (—00) 2 00, és (—00) - 00 = 00 - (—00) = —00.

1.32. Definicié. A valds szdmok halmazdn definidljuk még az z € R elem &ltal meghatarozott aldbbi
halmazokat.

[,00[={z e R| z < z}
Je,oo[={z € R| z < z}
|—0,z] ={z € R| z <z}
|0, z[={z € R| z < x}

Tovabba bevezetjilkk még az
|—o00,00[ =R

jelolést. Ezen halmazokat is intervallumoknak nevezzik.

A tovébbiakban, ha nem okoz félreértést a bévitett < reldciéra tovdbbra is a < jelet hasznéljuk,
valamint a bovitett + és - miiveletre sem alkalmazunk 1j jelolést.

1.33. Definicié. A (K, +,-,0,1, <) teljesen rendezett test arkhimédészi mddon rendezett, ha Va,y €
K elemhez z > 0 esetén dn € N, hogy y < n - x teljestil.

1.19. Tétel. Minden teljesen rendezett test arkhimédészi modon rendezett.

Bizonyitds. Indirekt: Legyen K nem arkhimédészi médon rendezett test, és legyen x,y € K olyan,

hogy 0 < z és egyetlen n € N szdmra sem teljesiil, hogy y < n - z. Ekkor az X 2 {n-z| n € N}
halmaz fels6 korldtja y, vagyis 1étezik sup X. Ekkor (sup X) — x nem fels§ korldtja az X halmaznak,
tehdt létezik n -z € X, melyre (sup X) —z < n -z, vagyis sup X < (n+ 1) - z, ami ellentmondas.

1.20. Tétel. A valds szamtest arkhimédészi mddon rendezett test.

Bizonyitds. A 1.16 tétel alapjan R teljesen rendezett test, az el6z6 1.19 tétel alapjan pedig minden
teljesen rendezett test arkhimédészi médon rendezett test.
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1.34. Definicié. Legyen x € R. Az

[]é inf{n€Z| z<n}—1, ha x¢Z
= x, ha z € Z;

szamot az x egész részének a
A
{z} =z —[z]
szamot pedig az x tort részének nevezziik.

Eddig lattuk, hogy létezik teljesen rendezett test, a kovetkezo tétel a teljesen rendezett testek
egyértelmiiségérol szol.

1.21. Tétel. Bdrmely két teljesen rendezett test izomorf. Vagyis ha (K, ®, O, x,°1,0,1, <) teljesen
rendezett test, akkor létezik olyan ¢ : R — K bijekcid, melyre ¢(0) =0, p(1) =1 és minden z,y € R
elem esetén

(=) = op(z)
ez -y) = o) < ¢(y)
x#0 = o

teljestil.

1.9. Szamossagok

1.35. Definicié. Legyen A és B halmaz.
— Az A és B ekvipotens, ha létezik f: A — B bijekcid. Ezt a tényt |A| = | B| jeldli.
— Az A halmaz kisebb-egyenld szdmossdgi a B halmazndl, ha 3X C B : |A| = |X|. Ebben az
esetben az |A| < |B] jelolést hasznéljuk.
— Az A halmaz kisebb szdmossdgi a B halmazndl, ha |A| < |B| és |A| # |B|. Ennek jele |A| < |B|.
— Az A és B halmaz szdmossdg tekintetében dsszehasonlithato, ha (|A| < |B|)V(|B| < |A4]) teljestil.

Fontos megjegyezni, hogy jelen pillanatban |A| még csak pusztdn szimbdlum, melyet nem defi-
nidltunk, csak az |A| < |B|, az |A| < |B| és az |A| = |B| tipusu kifejezéseket értelmeztiik eddig.

Most a halmazok szdmossdganak két alaptétele kovetkezik, melyek biztositjdk, hogy barmely két
halmaz &sszehasonlithaté a szdmossdg tekintetében, valamint, ha |A| < |B| és |B| < |A]|, akkor
Al = |B].

1.22. Tétel. Bdrmely két halmaz szdmossag tekintetében dsszehasonlithatd.
Bizonyitds. Legyen A, B halmaz, és
F 2 {fC Ax B| f injektiv figgvény)},

melyen < jeloli a tartalmazés reldcidt. FEl6szor megmutatjuk, hogy létezik maximalis elem az F

halmazban. Legyen H C F olyan halmaz, melynek barmely két eleme Osszehasonlithatd, és legyen
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e

U h. Ekkor f injektiv, tehdt f € F, és f a H egy fels6 korlatja. Tehdt (F, <) induktivan
heH

rendezett halmaz. FEzért a Zorn-lemma miatt van maximdlis elem az F halmazban, jellje ezt g.
Ekkor a g fliggvényre Domg = A vagy Rang = B teljesiil, ugyanis ha Domg # A és Rang # B,

akkor létezik ag € A\ Domg és by € B\ Rang elem, és a

- g(z), ha € Domg;
g :DomgU{ag} - RangU {bo} xH{ by, ha z=ag

fliggvényre g < g teljesiil, vagyis g nem maximalis.
Ha Dom g = A, akkor |A| < |B|, és ha Rang = B, akkor |B| < |A].

1.23

. Tétel. (Schrider—Bernstein-tétel) Barmely A és B halmazra |A| < |B| és |B| < |A] esetén

|A| = |B| teljestil.

Bizonyitds. lLegyeni: A — B és j: B — A injektiv leképezés.
1. Ha E C A olyan, hogy j(B \ i(E)) = A\ E teljesiil, akkor a

i(r) ha z€ekFE

p:A—B x»—){j_l(x) ha z¢E

leképezésrol konnyen ellendrizhetd, hogy bijekcio.
2. Legyen H 2 {H CAlj(B\i(H)) CA\H}é E 2 UM. Megmutatjuk, hogy ekkor j(B\i(E)) = A\E
teljesiil.

2./1.

2./2.

J(B\i(E)) C A\ E:

i(E)zi(U H): U i)

HeH HeH
B\i(E)=B\ |J i(H)= () B\i(H)
HeH HeH

j(B\i<E>>j<ﬂ B\¢<H>> c N A\H=4\|J H=A\E

HeH HeH HeH
J(B\i(E))=A\E: LegyenFé A\ j(B\i(E)). A 2./1. miatt E C F.

ECF — j(B\i(F) Cj(B\i(E) = A\F — FeH

Mivel EC F, F € H és E = UH, ezért E = F, vagyis j(B\i(E)) = A\ E.

1.24

. Tétel. Bdrmely A halmazra |A] < |P(A)| teljesiil.

Bizonyitdas. A 1.9 Cantor-tétel kovetkezménye.

1.36

. Definicié. Legyen A tetszéleges halmaz.

Az A halmaz véges, ha In € N, melyre |A| = |n| teljesiil, ekkor az mondjuk, hogy A egy n elemd
halmaz, és az |A| = n jelolést hasznaljuk.

Az A halmaz végtelen, ha nem véges.

Az A halmaz megszdmldlhatd, ha véges vagy |A| = |N|.

Az A halmaz megszdmldlhatéan végtelen, ha |A| = |N|.
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— Az A halmaz kontinuum szdmossdgi, ha |A| = [R|.

1.25. Tétel. Legyen A és B olyan véges halmaz, melyre |A| = n és |B| = m teljesil, ahol n,m €

N.

S G oo~

Bdrmely X C A halmazra | X| < n.

|A x Bl =mn

Ha AN B =0, akkor |[AUB|=n+m.
|JAUB|=m+n—|ANB]

P(a) =2

F(A,B)| = m

1.26. Tétel. (Megszamlalhatéan végtelen halmazok.)

S Grds oo =

Minden végtelen halmaznak van megszamldlhatoan végtelen részhalmaza.

Az A halmaz pontosan akkor végtelen, ha |N| < |A] teljesiil.

Két megszdmldlhatoan végtelen halmaz Descartes-szorzata megszamldlhatoan végtelen.
Megszamldlhato sok megszamlalhatoan végtelen halmaz unidja megszamlalhatoan végtelen.
N = |Z| - Q)

Ha A végtelen halmaz és B megszdmldlhatdan végtelen, akkor |A| = |A U B|.
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2 A valés és komplex szamok alaptulajdonsagai

2.1. Algebrai tulajdonsagok

2.1. Tétel. (Bernoulli-egyenldtienség.) Mindenn € Nt ésxq,... 2, € [—1,00[ szdmra, ha tetszbleges
i,j €{1,...,n} esetén 0 < x;x; teljesiil, akkor

n

i=1 i=1
specidalisan minden n € N és x € R szdmra —1 < x esetén

14x)">1+nz.

Bizonyitds. Az n = 1 esetben nyilvan igaz az allitds. Teljes indukciét hasznélva tegyiik fel, hogy
n-re igaz az allitds, és legyen 1, ..., x,41 € [—1,00[ olyan, hogy minden 7,5 € {1,...,n+ 1} esetén
0 < z;x;. Ekkor az indukcids feltételt kihaszndlva

ntl n n+1 n+1
H(1+LL‘1) (14 zp41) HlJrzZ (14 zpy1) <1+le>1+Z:cl+z:czzn+1>1+z:m
i=1 i=1

adddik, ami azt jelenti, hogy n + 1 esetén is igaz az allités.

Kiegészités. A Bernoulli-egyenlStlenség specidlis esetének egyfajta megforditdsa is igaz.

O

2.2. Tétel. Minden x € ]R(J{ és n € NT esetén létezik eqyetlen olyan y € Rar, melyre y™ = x teljesil.

2.1. Definicié. Adott z € ]R(J{ ésn € N esetén azt a jol meghatarozott y € RBL szamot, melyre y" = x
teljesiil x n-edik gyokének nevezziik, ennek jele T vagy /.

2.3. Tétel. Adott x € RSF és m,n € N esetén
Vam = (Y/x)™.

Bizonyitds. Az a = {x™ és a = (/r)™ szdmokra o™ = ™ = " teljesiil. Ezen szdmok n-edik
gyOke létezik és egyértelmil, ezért a = 3.

2.2. Definicié. Az x € RT szdmnak a q € Q kitevdjii hatvdnydt az alabbi médon értelmezziik.

Vam, ha ¢>0,¢=2; (m,neN)

:cqé 1, ha ¢ =0;
2 NG
¢ (E) , ha ¢<0,¢=-2 (m,neN).

Tovabba ¢ > 0 esetén legyen 09 = 0, és 0° 21,

2.4. Tétel. Minden z € RT ésp,q € Q esetén.

2P gl =gl (2P)1 = 2P, — =2a7P,
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Bizonyitds. A hatvanyozas azonossagaibol egyszeriien adédik.
2.3. Definicié. Az n € N szam faktoridlisa

1 ha n =0,

n

Hi, ha n > 0.

i=1

1>

n!

Az n, k € N szamokra definidljuk az n alatt a k szamot a

n'

—  _  h <
(Z)é Min—k) D& ksn
0 ha k>n

képlettel.

2.5. Tétel. (Binomidlis tétel.) Minden x,y € R ésn € N esetén

n

(z+y)" =Z()k"’€.

Bizonyitds. Az n = 0 esetben nyilvan igaz az allitas. Tegyiik fel, hogy n-re igaz az allitds. Ekkor

oo (o) 0 R (s

k=0
n+1

:Z n ghynt1s k+z ghyn 1=k —
—\k-1

n n+1
. n n k. n+l—k n+1 n+1l n+ 1 k. nt+l—k
() # ()t ommewst=3 (M)

(kﬁ1>+ (Z) - <n21)

2.4. Definicié. A (K,+,-,0,1) test feletti abszolit értéknek neveziink minden olyan

adédik a konnyen igazolhatd

formula segitségével.

|| K =R x> |z]

fliggvényt melyre az alabbiak teljesiilnek.
1.VeeK: (Jz] =0+ x2=0)
2. Va,y € K: |ay| = |z|- |y
3. Vo,y € K+ |z +y| < ||+ [yl
2.6. Tétel. Az

|-]:C—R" 2z y/Re(2)? +Im(z)2

fiigguény abszolut érték, melynek a megszoritisa a valds illetve raciondlis szamok halmazdra szintén
abszolut érték.
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Bizonyitds. Ha z = 0, akkor nyilvdn |z| = 0, valamint ha |z| = 0, akkor Rez = 0 és Imz = 0,
vagyis z = 0. Ha 21 = a1 +1b1 és zo = ag +ibg, ahol a1, as,b1,bs € R, akkor

|2122]” = (araz — b1b2)? + (a1bs + azb1)? = (af + b3)(a3 + b3) = |z1]* |22/,

valamint

2
|21+ 22|” = (a1 + a2)” + (b1 + b2)* < <\/a% +01 + \/a% + b§> = (|z1] + |z2)”

teljestil, ahol a masodik résznél hasznaltuk a Cauchy—Schwart-Bunyakovszkij egyenlotlenséget a

a1a2+b1b2 S \/a%‘i’b% . \/G%‘i’b%
1épésnél.

2.7. Tétel. (Szdmtani és mértani kozép kiozotti egyenlbtlenség.) Legyen m € N1, és minden k €
{1,...,n} esetén x), € RT. Ekkor

Bizonyitds. 1. Az n =1 esetben nyilvan igaz az allitas.

2. Ha n = 2, akkor a bizonyitand6
T+ T2

5 > \/T122

egyenl6tlenség ekvivalens az
($1 — $2)2 Z 0

egyenl6tlenséggel. Azt pedig a 1.18 tétel alapjan tudjuk, hogy rendezett testekben a négyzetszamok
pozitiv elemek.
3. Megmutatjuk, hogy ha valamilyen n € N szdmra igaz az éallitas, akkor a 2n szamra is igaz. Legyen

minden k¥ € {1,...,2n} esetén z € RT. Ekkor felhaszndlva, hogy az n és a 2 szdmokra igaz az
egyenl6tlenség
Ly, -l szgzw) L et [T ] =
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n n 2n
2 "’sz' "Hzn+k:2" HSCk

k=1 k=1 k=1
adodik.
4. Megmutatjuk, hogy ha valamilyen n € NT, n > 2 szdmra igaz az 4llitds, akkor az n — 1 szdmra is
igaz. Legyen minden k € {1,...,n — 1} esetén z), € RT, és legyen
Ekkor az x1, ..., x, szamokra felirt szamtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenség atrendezésébol

adédik az allitas.
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2.8. Tétel. (Elemi Cauchy-Schwarz—Bunyakovszkij-egyenldtlenség.)
Minden n € NT ésxy,...,Tn,y1,...,Yn € R esetén

n n n
PIEETAENDIE N DI
k=1 k=1 k=1

Bizonyitds. Legyenn € Nt és x1,...,2n,91,--.,Yn € R rogzitett. Ekkor minden ¢ € R esetén
n n n n
o3 -t~ (k) -2 (Yo ) + (1),
k=1 k=1 k=1 k=1

ezért a fenti t szerinti masodfoku egyenlet diszkriminansa nem lehet pozitiv, azaz

(o) (59 ()

amib6l adédik a bizonyitandé egyenl6tlenség.

2.2. Topoldgiai tulajdonsagok

2.5. Definicié. Minden r € RT szdmra és € R pontra a

A
Bi(z) ={y eR| [z —y| <r}
halmazt az x pont korili r sugard nyilt gombi kornyezetnek nevezziik.

2.6. Definicié. Az X C R halmaz
— nyilt, ha minden z € X ponthoz létezik r € RT, hogy B,.(z) C X teljesil;
— zdrt, ha R\ X nyilt;
— korldtos, ha létezik r € Rt és x € R, hogy X C B,.(z) teljesiil.

2.9. Tétel. Korldtos halmaz részhalmaza korldtos. Véges sok korldtos halmaz unidja korldtos.

Bizonyitds. Az els6 allitas a definicié kozvetlen kdvetkezménye. A mésodik &llitdshoz vegyiink
Aq, ..., Ay, korldtos halmazokat, és legyen (r;,2;)i=1,...n olyan rendszer, hogy minden ¢ = 1,...,n
esetén A; C B,,(x;), legyen tovdbbd minden ¢ = 1,...,n esetén R; = r; + |x; — 21|. Ekkor minden
i szémra By, (x;) C Bg, (1) teljesiil az abszolitértékre vonatkozé haromszog-egyenldtlenség miatt.

Tehét az R =max {R; | i = 1,...,n} szdmra teljesiil, hogy U A; C Br(x1).
i=1
2.10. Tétel. Minden x € R pontra és r € RT szdmra B, (x) korldtos, nyilt halmaz.
Bizonyitds. A definicié alapjan a B,(x) halmaz korldtossdga nyilvdnvalé. Legyen y € B,(x) és
legyen R = r — |x — y|. Megmutatjuk, hogy ekkor Br(y) C B,(x) teljesiil. Ha z € Bg(y), akkor

lz—y| < R =r—|z—y|, vagyis |z —y| + |y — 2| < r, amibél pedig |z — 2| < r adédik, vagyis
z € By(x).

2.11. Tétel. (Nyilt halmazok rendszere.)
1. Az idires halmaz és a R halmaz nyilt.
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2. Véges sok nyilt halmaz metszete nyilt.
3. Nyilt halmazok tetszdleges rendszerének az unioja nyilt.

Bizonyitds. 1. A definicié alapjdn nyilvanvald.

=1
minden ¢ = 1,...,n szdmhoz 1étezik olyan r; € R, hogy B,,(z) C A; teljesiil. Ha

R=min{r; |i=1,...,n},

akkor R € R és Br(x ﬂ A; teljesiil.
=1
3. Legyen (A;);csr nyilt halmazok tetszdleges rendszere, és legyen tovabbd x € U A;. Ekkor létezik
iel
olyan ig € I melyre x € A teljesiil. Mivel A;; nyilt halmaz, {gy létezik olyan r € R, melyre
By(x) € Ay, vasyis B.(x) < | As

el

2.12. Tétel. (Zdrt halmazok rendszere.)
1. Az dires halmaz és a R halmaz zdrt.
2. Véges sok zdrt halmaz unidja zdrt.
3. Zdrt halmazok tetszoleges rendszerének a metszete zart.

Bizonyitds. 1. A definicié alapjan nyilvanvald.
2. Legyen (Z;)i=1....n zart halmazok tetsz6leges rendszere. Ekkor minden ¢ € {1,...,n} esetén R\ Z;
nyilt halmaz. Az

ﬂ (R\ Z))

.....

HC:

n

azonossag miatt U Z; komplementere véges sok nyilt halmaz metszete, igy az el6z6 allitds miatt az
i=1

is nyilt. Vagyis a U Z; halmaz zart.

i=1
3. Legyen (Z;)ics zart halmazok tetsz6leges rendszere. Ekkor minden i € {1,...,n} esetén R\ Z;

nyilt halmaz. Az
R\ﬂzi = U (R\ Z;)
il icl

azonossag miatt ﬂ Z; komplementere nyilt halmazok unidja, igy az el6z6 &allitds miatt az is nyilt.
iel
Vagyis a ﬂ Z; halmaz zart.
iel

2.13. Tétel. Legyen Z,U C R. Ha Z zdrt halmaz és U nyilt halmaz, akkor Z \ U zdrt halmaz és
U\ Z nyilt halmaz.

Bizonyitds. Legyen Z C R zart halmaz és U C R nyilt halmaz. Ekkor az

Z\U=Zn(R\U)
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azonossag alapjan az Z \ U két zdrt halmaz metszete, ezért zdrt. Az
U\NZ=UnNnR\Z2)
egyenldség szerint az U \ Z halmaz két nyilt halmaz metszete, ezért nyilt.

2.7. Definicié. Legyen X C R és z € R. Azt mondjuk, hogy x

belsé pontja az X halmaznak, ha Ir € RT : B.(z) C X;

hatdrpontja az X halmaznak, ha Vr € RT : B.(z)NX #0 A B.(z)N(R\ X) # 0;
torldddsi pontja az X halmaznak, ha Vr € Rt : (B,(x) \ {z}) N X # 0;

izoldlt pontja az X halmaznak, ha Ir e Rt : B.(x) N X = {z}.

2.8. Definicié. Legyen X C R és x € X. Azt mondjuk, hogy X kérnyezete az x pontnak, ha x
bels6 pontja az X halmaznak.

2.9. Definicié. Az X C R halmaz belsejének nevezzik az
IntX ={z€R|3IreR": B,.(r) C X}
halmazt, azaz a bels6 pontok halmazat; lezdrtjinak pedig az
X={xcR|VrcR": B.(z)NX # 0}
halmazt. Az X halmaz hatdrdnak nevezzik a
Fr(X)=X\Int X
halmazt.

2.14. Tétel. Tetszbleges X C R halmaz esetén
1. Int X halmaz nyilt;
2. Int X az a legbdvebb nyilt halmaz, melyet X tartalmaz;
3. X halmaz zdrt;

4. X az a legszikebb zdrt halmaz, mely tartalmazza X -et.

Bizonyitds. 1. Legyen z € Int X. Ekkor létezik olyan r € R*, melyre B,(z) C X. Mivel a B,(x)
halmaz minden pontja belsé pontja az X halmaznak, ezért B, (z) C Int X teljesiil.

2. Jelolje U azt a legb6vebb nyilt halmazt, melyet X tartalmaz. Ekkor nyilvan Int X C U teljesiil.
Legyen z € U. Ekkor az U halmaz nyiltsiga miatt létezik olyan » € RY, hogy B,(z) C U amibdl a
U C X felhasznaldsdval B,.(z) C X adddik, vagyis x € Int X. Tehdt az U C Int X tartalmazds is
fennall.

3. Legyen z € R\ X. Ekkor a lezért definiciéja alapjan létezik olyan r € R*, melyre B,.(2) N X = ().
teljesiil. Megmutatjuk, hogy ekkor B, (z) C R\ X, vagyis az X halmaz komplementere nyilt. Tegyiik
fel, hogy létezik y € B,(2)NX elem. Ekkorap = r—|y — z| > 0 szdmra B,(y)NX # () teljesiil a lezaras
definici6jabdl. A B,(y) C B,(z) tartalmazds felhaszndldsaval az § # B,(y) N X C B,(z)NX =0
ellentmondas adodik.

4. Jelolje Z azt a legsziikebb zart halmazt, mely az X halmazt tartalmazza. Ekkor nyilvin Z C X
teljesiil. Tegyiik fel, hogy létezik y € X \ Z elem. A Z halmaz zértsaga és y ¢ Z miatt létezik olyan
r € RT, melyre B.(y) N Z = 0. A lezdras értelmezése alapjan B,.(y) N X # (. Az X C Z tartalmazas
felhasznaldsdval az § # B,.(y) N X C B,(y) N Z = 0 ellentmondés adddik.

2.15. Tétel. Tetszdleges X C R halmaz esetén
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1. az X halmaz pontosan akkor nyilt, ha X = Int X ;
2. az X halmaz pontosan akkor zdrt, ha X = X.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel alapjan nyilvanvald.
2.16. Tétel. Az X C R halmaz pontosan akkor zdart, ha az dsszes torloddsi pontjat tartalmazza.

Bizonyitds. Legyen X C R zart halmaz, és legyen z € R az X halmaz torlédédsi pontja. Ez azt
jelenti, hogy minden r € RT széamra

(Br(z) \ {z}) N X #0.
Vagyis minden r € RT szdmra
(Br(x) \{z}) N X € Br(z) N X # 1,

amibdl definicié szerint # € X kovetkezik. Mivel X zart halmaz, ezért az el6z6 allitds miatt z € X.
Legyen X C R olyan halmaz, mely tartalmazza az 6sszes torlédasi pontjat. Megmutatjuk, hogy ekkor
X = X teljesiil, mely ekvivalens az X halmaz zértsagaval. Az X C X tartalmazds nyilvanval6 ezért
csak azt kell igazolni, hogy X C X. Tegyiik fel, hogy létezik z € X \ X elem. Ekkor x € X miatt
minden r € RT esetén

By(x) N X #0,

tovdbba x ¢ X miatt

(Br(z) \ {z}) N X #0,

vagyis « az X halmaz torlédéasi pontja. Mivel X tartalmazza az Osszes torlodasi pontjat, ezért az
x € X ellentmondést kapjuk.

2.17. Tétel. Legyen X C R korldtos halmaz.
1. Ha az X halmaz zdrt, akkor inf X,sup X € X.
2. Ha az X halmaz nydt, akkor inf X, sup X ¢ X.

Bizonyitds. 1. Legyen X C R korldtos zart halmaz. Ha r € R, akkor inf X +r nem a legnagyobb
alsé korlatja az X halmaznak, vagyis 1étezik olyan x € X, melyre x < inf X + r teljesiil, valamint
sup X — r nem a legkisebb felsé korldtja az X halmaznak, vagyis létezik olyan =’ € X, melyre
sup X —r < ' teljesiil. Tehat minden r € R esetén B,.(inf X) N X # 0 és B,.(sup X) N X # (), ami
azt jelenti, hogy inf X, sup X € X = X.

2. Legyen X C R korlatos nyilt halmaz. Ha inf X € X, akkor létezik olyan r € R™, melyre
B, (inf X) C X teljesill, vagyis inf X nem alsé korldtja az X halmaznak. A sup X szdmra hasonld
ellentmondést kapunk a sup X € X feltételezésbol.

2.10. Definicié. Adott X,Y C R halmazok esetén azt mondjuk, hogy az X halmaz siri az Y
halmazban, ha X =Y teljesiil, valamint, hogy az X halmaz siri, ha X stri a R halmazban.

2.18. Tétel. (A raciondlis és az irraciondlis szamok strin vannak.)
1. A Q halmaz siird az R halmazban.
2. Az R\ Q halmaz strd az R halmazban.

Bizonyitds. .
1. Legyen x € R. Az x € Q tartalmazdshoz azt kell megmutatni, hogy minden r € R esetén létezik
olyan ¢ € Q szdm melyre ¢ € B,.(z) teljesiil, vagyis ¢ € |z — r,x + r[. Ehhez vegyiink egy tetszéleges
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0 < r paramétert. Ekkor az R arkhimédészi tulajdonsaga miatt létezik olyan N € N, melyre 1 < 2Nr
teljestil. Ebbdl az egyenl6tlenséghbdl

1+ N(x—r)<N(z+r)

adddik. Jelolje n azt a j6l meghatérozott egész szdmot, melyre n < N(z —r) < n+ 1 teljesiil. Ekkor
n < N(z — r) miatt

n+1<N@—-r)+1<N(x—7r)+2Nr=N(x+r),

ezért
N —-r)<n+1<N(z+r),
n+1

vagyis a g, = N € Q szamra g, € B,(x) teljesiil.

2. Ebben a részben hasznaljuk az oszthatdsigi szabalyok segitségével konnyen igazolhaté /2 ¢ Q
formulat. Legyen x € R, és vegylink egy tetszoleges 0 < r paramétert. Ekkor az R arkhimédészi
tulajdonsiga miatt 1étezik olyan N € N, melyre 1 < v2Nr teljesiil. Ebbél az egyenlétlenséghbél

1+@(x77’)< \/?V

(x+7r)

V2N (z —7)

adédik. Jelolje n azt a jél meghatarozott egész szamot, melyre n < — 5 < n+1 teljesiil.
2N (z —
Ekkor n < w miatt
2N (z — 2N (x — 2N
nil<Y2N@=r) | V2N@=1) | sy VN(@@dr)

2 2 2

ezért /3 /3
2N (z — 2N
VINGD) VNG

szdmra p, ¢ Q és p, € By(x) teljesiil.

vagyis a p, = =
gy D \/iN

2.19. Tétel. (Cantor-féle kiozisrész-tétel a valds szdmok halmazdn.) Legyen (A;)icr olyan halmaz-
rendszer, melyre minden i € I esetén A; C R korldtos, zdrt, nem iires halmaz, tovabbd minden i,j € I
esetén létezik olyan k € I index, melyre Ay, C A; N A;j. Ekkor

(A #0.

iel

2(n+1) V3 n+1
A 2.
N

Bizonyitds. Hai,j € I, akkor létezik olyan k € I, melyre A, C A; N A; teljesiil, tehdt
inf(A4;) < inf(Ax) < sup(Ax) < sup(4;).

Ezek alapjin a {sup(4;)| ¢ € I} halmaz alulrdl korldtos, vagyis 1étezik a x = inf {sup(4;)| i € I} € R
elem. Megmutatjuk, hogy = € ﬂ A;. Ehhez elég azt igazolni, hogy minden i € I esetén x € A;.
iel

Legyen i € I és r € R, belatjuk, hogy B,(z) N A; # 0. Mivel z + r nem a legnagyobb alsé korldtja
a {sup A;| ¢ € I} halmaznak, ezért létezik olyan j € I, melyre sup A; < xz +r. Legyen k € I olyan,
melyre Ay C A;NA;. Ekkor nyilvan sup Ay < sup A; < z+r, tovabbd sup Ay —r nem a legkisebb felsé
korldtja az Ay halmaznak, ezért 1étezik olyan y € Ay, melyre sup Ay —r < y. Az utolsé egyenl6tlenség
miatt z —r <y, sup Ay <supA4; < x4+ r miatt y < £ 4+ r, valamint Ay C A; N A; miatt y € A;.
Vagyis y € By(x) N A;.
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Erdemes kiilon kiemelni a fenti 4llitds egy kovetkezményét.

2.20. Tétel. (Cantor-féle kéziosrész-tétel a valds szamok halmazdn.) Legyen (A;)ien olyan halmaz-
rendszer, melyre minden i € N esetén A; C R korldtos, zdart, nem tres halmaz, tovdbbd minden i € N
esetén A;y1 C A;. Fkkor

() Ai #0.

i€EN

Bizonyitds. Az éallitds az el6z6ek kozvetlen kovetkezménye.

2.11. Definicié. Az X C R halmaz (be)fedésének neveziink minden olyan (A;);e; halmazrendszert,
melyre Vi € I : A; CRés X C U A; teljesiil. Az (A;);er befedés részbefedésének neveziink minden
iel
olyan (A;);cr rendszert, melyre I’ C T és X C U A; teljestl.
el
2.12. Definicié. Az X C R halmaz kompakt, ha minden nyilt halmazokbdl all6 befedésének létezik
véges részbefedése. Azaz, ha minden X C U A; esetén létezik olyan véges I’ C I halmaz, melyre
iel
X C U A; teljesiil, ahol minden i € I esetén az A; halmaz nyilt.
iel’
2.21. Tétel. (Borel-Lebesgue-tétel valds szamokra.) Az R halmaz valamely részhalmaza pontosan
akkor kompakt, ha korldtos és zart.

Bizonyitds. Legyen C' C R kompakt halmaz. Megmutatjuk, hogy C korlatos. Mivel C C R =
U B, (0), ezért létezik olyan véges I C NT halmaz, hogy C C U B, (0). Ekkor az r = ma}((n)
ne
neNt nel
szémra C' C B, (0) teljesiil. Most igazoljuk, hogy C' zart. Tegyiik fel, hogy C nem zart, ami azt jelenti,
hogy a C' komplementere nem nyilt. Legyen z € R\ C olyan pont, melyre minden r € RT esetén

B,(z) £ R\ C, vagyis B.(z) N C # 0. Minden n € N* szdmra legyen U, = R\ B1(z), mely nyilt
halmaz. Mivel C'C R\ {z} = | J Un, ezért létezik olyan véges I C N* halmaz, hogy C C | J Un.

neN+ nel

Ekkor az m = ma}((n) szédmra C' C U, teljesiil. Ez azt jelenti, hogy Bi (z) N C = 0, vagyis ha
ne m

0 <r < L, akkor B.(z) C Bi(z), tehdt B,(z) N C =0, ami pedig ellentmondés.
Most tegyiik fel, hogy C' C R korldtos és zdrt halmaz, valamint az (A;);c; halmazrendszer a C' halmaz
nyilt fedése, vagyis minden ¢ € I esetén A; C R nyilt halmaz, és C' C U A; teljesiil. Jelolje J az I

iel
halmaz nem fiires, véges részhalmazainak a halmazat, vagyis J = {j C I| j # 0, j véges}, valamint
minden j € J esetén legyen B; = C'\ UAi' Ekkor minden j € J esetén B; korlatos zart halmaz,
i€j
valamint minden ji, jo € J elemhez létezik olyan j' € J, melyre By C Bj, N Bj, teljesiil. Ha egyik
B; halmaz sem lenne fiires, akkor a Cantor-féle kozosrész-tétel alapjan

b B = c\UJa|=c\UUJa=c\J4
jeJ jeJ icj jeJicj iel
teljesiilne, ami ellentmondana annak, hogy az (4;);c; halmazrendszer a C halmaz fedése. Tehdt
létezik olyan j € J, melyre B; = (). Ez viszont azt jelenti, hogy C' C U A;, vagyis a C' halmaznak
i€j
létezik véges fedése.
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Megjegyzés. A Cantor-féle kozosrész-tétel ezek utan dgy is megfogalmazhatd, hogy R egymaésba
agyazott, nem iires, kompakt részhalmazainak a metszete nem iires.
O

2.3. Fiiggvények Osszege, szorzata

2.13. Definicié. Legyen A halmaz, + : A x A — A miivelet, a € A és U,V C A. Ekkor definidljuk
az alabbi jeloléseket.

U4+V:={ut+veAuelU veV}
a+V:={a+veAveV}
U+a={u+acAuelU}

Ennek a segitségével értelmezhetdk az alabbi komplerus miveletek.

P(A) x P(A) — P(A) U, V)y—U+V
P(A) = P(A) Visat+V
P(A) = P(A) U—U-+a

2.14. Definicié. Legyen A tetszéleges nem {ires halmaz.
— Ha f,g € F(A,R) és ¢ € R, akkor definidljuk a fiigguények dsszegét, szozatdt, szdmszorosdt és
abszolit értékét az aldbbi médon.

f+g:A—=R a— f(a)+ g(a)
fg:A—=R a v f(a)g(a)
cf tA—=R a— cf(a)
lfl:A—=R a |f(a)l

— Ertelmezzik az Osszeadds, szorzds, szammal valé szorzds és abszolutérték képzés miiveletét a
fliggvények terén az aldbbi mddon.

+: F(A,R) x F(A,R) = F(AR) (f,g)— f+yg
x : F(A,R) x F(A,R) = F(4,R) (f,9)— fg
R x F(AR) —» F(AR) (¢, /)= cf
Il : F(A,R) = F(A,R) (f) = 1f]

Az igy bevezetett fliggvénymiiveleteket nevezziik pontonkénti fiiggvénymiuveleteknek.
— Legyen n € N*, és minden i € {1,...,n} esetén legyen f; € F(A,R). Ekkor az (fi)ic(1,...n}
fligguényrendszer also, illetve felsd burkolojdt az alabbi képlettel definialjuk.

sup(fi,...,fn): A= R a — sup(fi(a),..., fn(a))
inf(f1,...,fn): A=>R a — inf(fi(a),..., fn(a))

- Az f € F(A,R) figgvény pozitiv, illetve negativ részét az aldbbi képletek definidljak.

fr:A=R a + sup(f(a),0)
f-iA=R a — —inf(f(a),0)

2.22. Tétel. Legyen A tetszéleges nem tires halmaz.
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1. Ha f € F(A,R), akkor

f=f—f- |f|:f++ff f+f-=0 (2_1)
teljesul.
2. Ha f,g € F(A,R), akkor
Sup(f,g)=¥+|f;g| inf(f’g):f;9_|f;9|

teljesul.

Bizonyitds. Legyen A tetszéleges nem iires halmaz.

1. Legyen f € F(A,R) és legyen a € A tetszdleges.

Ha f(a) > 0, akkor a definici6 alapjan f(a) = f(a) és f—(a) = 0, vagyis teljesiilnek a (2.1) egyenletek.
Ha f(a) = 0, akkor a definicié alapjan fi(a) =0 és f_(a) = 0, vagyis teljesiilnek a (2.1) egyenletek.
Ha f(a) < 0, akkor a definici6 alapjan fi(a) = 0 és f_(a) = —f(a), vagyis ebben az esetben is
teljesiilnek a (2.1) egyenletek.

2. Legyen a,b € R. Az a < b, a =0 és a > b eseteket killon megvizsgalva igazolhat6 egyszeriien a

a+b |a—1]
2 + 2

atb Ja—0b
2 2

inf(a,b) =

sup(a, b) =

azonossdg. Legyen f,g € F(A,R). Ekkor elég minden = € A elemre az a = f(z) és a b = g(x)
valasztassal alkalmazni az el6z6 azonossagot a tétel bizonyitasahoz.

2.15. Definicié. Adott (a;)i—o,....n € R"™! esetén a

.....

n
p:R—->R x»—)Zaixi
i=0
fliggvényt polinomnak nevezzik, az a; paramétereket pedig a polinom egyitthatdinak. Ha a, # 0,

akkor p n-ed fokd polinom, melynek féegyiitthatdja a,. Az xog € R szamot a p polinom gyékének
nevezziik, ha p(zg) = 0 teljesiil.
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3 Sorozatok

3.1. A hatarérték és tulajdonagai

3.1. Definicié. Az a : N — R fiiggvényeket valds szdmsorozatoknak, az a : N — C fiiggvényeket

.. o A . -
komplex szdamsorozatoknak nevezzilkk. Az a : N — R sorozat értékeire az a,, = a(n) jelolést hasznéljuk.

3.2. Definicié. (Sorozatok hatdrértéke.)
— Azt mondjuk, hogy az x € R szam az a : N — R sorozat hatdrértéke, ha

Ve € RTIN € Nvn € N(n > N — a,, € B:()).
— Az a : N — R sorozat hatdrértéke végtelen, ha
Ve e RTAN e NV e N(n > N = & < ay,).
— Az a : N — R sorozat hatdrértéke minusz végtelen, ha
Ve e RYAN e N\Vn € N(n > N — —¢ > ay).

— Azt mondjuk, hogy az a : N — R sorozat konvergens, ha létezik véges hatarértéke.
— Azt mondjuk, hogy az a : N — R sorozat divergens, ha nem konvergens.

3.1. Tétel. Ha z,y € RU{—00,00} az a: N — R sorozat hatdrértéke, akkor x =y.

Bizonyitds. Legyen x,y € R és tegyiik fel, hogy = # y. Ekkor 1étezik olyan N € N, hogy n > N

esetén |a, — x| < %y| és lan, —y| < [ ; y| Amibdl az

|z =yl =z —an +an —y| <[z = an| +lan —y| < |z -y

ellentmondas adodik.

Ha 2 € R és y = oo, akkor 1étezik olyan N € N, hogy n > N esetén |a, — x| < 1 és a,, > x + 1, ami
ellentmondés. Valamint hasonléan, ha z € R és y = —oo, akkor 1étezik olyan N € N, hogy n > N
esetén |a, — z| < 1és a, < z—1, ami ellentmondds. Végiil ha z = oo és y = —o0, akkor létezik olyan
N € N, hogy n > N esetén a,, <0 és a, > 0, ami ellentmondas.

3.3. Definicié. (A4 lim mduvelet.)
— Az a : N — R sorozat hatarértékét lima vagy lim a,, jeloli.
n—oo

— Azt a tényt, hogy az a : N — R sorozat hatdrértéke végtelen, a lima = oo vagy a lim a, = o
n—oo

jelolés fejezi ki.

— Azt a tényt, hogy az a : N — R sorozat hatarértéke minusz végtelen, a lima = —oo vagy a
lim a, = —oo jelolés fejezi ki.
n—oo

3.4. Definicié.
— Az a : N — R sorozat korldtos, ha Rana korlatos halmaz.
— Az a : N — R sorozat zérussorozat, ha lima = 0.
— Legyen o : N — N olyan fliggvény, melyre minden n € N esetén o(n) < o(n+1) teljesiil (az ilyen
o fliggvény neve indexsorozat), és legyen a : N — R tetsz6leges sorozat. Ekkor az aoo : N — R
sorozatot az a sorozat részsorozatinak nevezzik.
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— Azt mondjuk, hogy az a : N — R sorozat monoton névd, ha minden n € N esetén a,, < ap41.
— Azt mondjuk, hogy az a : N — R sorozat monoton fogyd, ha minden n € N esetén a,, > a,41.

3.2. Tétel. Minden konvergens sorozat korldtos.

Bizonyitds. Legyen a: N — R konvergens sorozat, és legyen A = lim a. Ekkor 1étezik olyan N € N,
hogy minden n > N szdmra a,, € B1(A), vagyis az {a,, | n > N} halmaz korldtos. Minden 0 <n < N

N

esetén az egyetlen pontbél &ll6 {a,} halmaz korlatos. Mivel Rana C B;1(A) U <U {an}> és a jobb
n=0

oldalon &ll6 halmaz véges sok korlatos halmaz unidja, vagyis korldtos, a Ran a halmaz is korlatos.

3.3. Tétel. Konvergens sorozat minden részsorozata konvergens, és a hatdrértéke ugyanaz, mint az
eredeti sorozat hatdrértéke.

Bizonyitds. Legyen a : N — R konvergens sorozat, ¢ : N — N indexsorozat, és legyen ¢ € RT.
Ekkor 1étezik olyan N € N, hogy minden n > N szdmra |a, — lima| < ¢ teljesiil. Mivel o(n) > n,
ezért minden n > N szdmra |a,(,) — lima| < ¢ teljesill, vagyis az a o o sorozat konvergens, és
lim(a o 0) = lima.

3.4. Tétel. Az a: N — R monoton sorozat pontosan akkor konvergens, ha korldtos.

Bizonyitds. Legyen a : N — R monoton név6 korldtos sorozat, és legyen A = supRana. Ha
e € RT, akkor az A — ¢ < A egyenl6tlenség miatt létezik olyan N € N, hogy A — ¢ < an. Mivel az a
sorozat monoton novo, igy minden n > N természetes szamra A —e < ay < a, < A < A+ ¢ teljesiil,
vagyis minden n > N esetén |a, — A| < &, tehét lima = supRana. Monoton csékkend sorozatra
teljesen hasonlé a bizonyitas.

3.5. Tétel. Zérussorozat és korldtos sorozat szorzata zérussorozat.

Bizonyitds. Legyena: N — R korldtos sorozat, b : N — R zérussorozat és legyen € € R™ tetsz6leges

paraméter. Mivel a korldtos, ezért létezik olyan K € RT, hogy minden n € N szdmra |a,| < K.
€

Létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n > N szémra |b,| < e Ekkor minden n > N

szamra -
[anbn, — 0] = |an| - |bn] < K - |by| <K-E:€,

vagyis lim a,b, = 0.
n—oo

3.6. Tétel. Legyen a,b: N — R konvergens sorozat, és A € R.
- Az a+ b sorozat konvergens és lim(a + b) = (lima) + (lim b).
— A Aa sorozat konvergens és lim(Aa) = A(lima).
— Az ab sorozat konvergens és limab = (lima)(lim b).
— Az a sorozat konvergens és lima = lim a.

- Az |a| sorozat konvergens és lim |a| = |limal.
1 1

- Ha minden n € N esetén a, # 0 és lima # 0, akkor az — sorozat konvergens és lim — =
a a

lima’

Bizonyitds. Legyen a,b: N — R konvergens sorozat, az A = lima és B = limb hatarértékekkel,
valamint legyen € € R tetszéleges szam.
€

€
1. A 3 szamhoz 1étezik olyan N,, N}, € N kiiszobindex, melyre minden n > N, szdmra |a, — A| < 5
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és minden n > Ny szdmra |b, — B| < g Ekkor az N = max {N,, Ny} kiiszobindexre teljesiil az, hogy

minden n > N esetén

9 9
(@n+ba) = (A+ B)| < lan = Al + b~ Bl < 5 + 5 =<

2. A X\ = 0 szdmra nyilvén igaz az &llitds, ezért feltehetd, hogy A € R\{0}. Az a sorozat konvergencidja

€
miatt létezik olyan N, € N kiiszobindex, hogy minden n > N, esetén |a, — A| < o Ekkor n > N,

szamra, .
X = M = A o = A < Y- 57 =

3. Mivel az a sorozat korlatos ezért 1étezik olyan K € RT, hogy minden n € N szdmra |a,| < K. Ha
B = 0, akkor az el6z0 allitds szerint egy korlatos és egy zérussorozat szorzata zérussorozat. Tehat
elég a B # 0 esetet vizsgdlni. Legyen N, € N olyan kiiszobindex, hogy minden n > N, eseten

lan, — A|] < és legyen N;, € N olyan kiiszobindex, hogy minden n > N, esetén |b, — B| < — 5

2(B| K

Ekkor az N = max {N,, N} kiiszobindexre teljesiil az, hogy minden n > N esetén

lanby, — AB| = |apby, — anB + an,B — AB| < |an| - |by, — B|+|B| - |an — A|<K +|B|- 2|B| =e.

4. Ha N, € N olyan kiiszobindex, hogy minden n > N, esetén |a, — A| < e, akkor n > N, szdmra

@ = A] = [(an = A)| = lan - 4] <.

5. Ha N, € N olyan kiisz6bindex, hogy minden n > N, esetén |a,, — A| < ¢, akkor n > N, szdmra

llan| = |A]l < lan — Al <e.

6. Legyen a : N — R\ {0} és legyen lima = A € R\ {0}. Legyen N; € N olyan kiiszébindex, hogy

A A
minden n > Nj esetén |a, — A| < % Ekkor minden n > Nj szamra |a,| > % Legyen N, € N
A2
olyan kiiszobindex, hogy minden n > N, esetén |a, — A| < u Ekkor az N = max {Ny, N, } olyan

kiiszobindex, hogy minden n > N szamra

=£&.

1 1] Jan—Al Jan—A4] 2 ¢c]AP
a, Al

lan] - [A] © L4 42 2

3.7. Tétel. Ha az a:N — R sorozatra lim |a| = 0 teljesil, akkor lima =0

Bizonyitds. Legyen e € RT tetszbleges. Ekkor a lim |a| = 0 tulajdonsig miatt létezik olyan N € N
kiiszobindex, hogy minden N < n € N szamra

la] < e
teljestil, ami éppen a lima = 0 tulajdonsagot fejezi ki.

3.8. Tétel. Ha az a,b: N — R konvergens sorozatra minden n € N esetén a, < by, akkor lima <
lim b.
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szamhoz

A
Bizonyitds. Legyen A = lima, B = limb és tegyiik fel, hogy B < A. Az ¢ =

létezik olyan N € N, hogy minden n > N esetén |a,, — A| < € és |b, — B| < e. Vagyis n > N esetén
A+ B

az A — e < a, egyenl6tlenség miatt < an, és a b, < B+ € egyenlOtlenség miatt b, <

teljesiil. Ez viszont ellentmond annak, hogy a,, < b,.

3.9. Tétel. (Renddr-elv.) Legyen a,b,c : N — R olyan sorozat, melyre minden n € N esetén a,, <
b < cpn, éslima = limc = x teljesiul. Fkkor b konvergens, és limb = x.

Bizonyitds. Bevezetve az o = b — a és a B = ¢ — a sorozatok, minden n € N esetén 0 < a,, < B,
teljesiil. A lim 8 = 0 hatarérték miatt minden ¢ € R szdmhoz létezik olyan N € N, hogy minden
n > N esetén —e < B, <e. A0 < a, < 8, egyenlétlenség alapjan ekkor |ay,| < € is teljesiil, vagyis
lima = 0. Ekkor a b = a + a sorozat is konvergens és limb = lima + lima = x.

3.10. Tétel. Legyen a : N — R konvergens sorozat és p € N. Az
a? :N—-R n— ab

sorozat konvergens, és
lim a? = (lim a)?

teljestil.

Bizonyitds. Legyen a : N — R konvergens sorozat, A = lima, p € N és ¢ € R tetsz6leges
paraméter. A p = 0,1 esetekben nyilvan teljesiil az allitas, igy feltehetjiik, hogy p > 2.

Tegylik fel, hogy A # 0. Mivel lima = A, ezért létezik olyan N7 € N kiiszobindex, hogy minden
n > Np természetes szdmra |a,| < 2 |A] teljesiil. Ekkor az n > N; esetben

p—1 p—1
AP —al| = [A—an| - [D AFad M < A —an] YA fan T <
k=0 k=0
p—1 p—1
<[A—anl- YA @AY < A a4 <
k=0 k=0

<[A—ag|-plAPTT 207

Legyen Ns € N olyan kiiszobindex, hogy minden n > Ny természetes szamra

3

Aayl<—F5
A=l < T

Ebben az esetben az N = max { N7, N2} olyan kiiszébindex, hogy minden n > N természetes szamra

3

-1 1
—— p|APT 2P =
plAP~ 201 4

AP —ah| <A —ay|-p|AP 207 <

)

vagyis limaP = AP.
Most vizsgaljuk meg az A = 0 esetet. Mivel lima = 0, ezért 1étezik olyan N7 € N kiiszobindex, hogy
minden n > Nj természetes szamra |a,| < 1 teljestl, valamint létezik olyan Ny € N kiiszobindex,
hogy minden n > Ny természetes szdmra |a,| < €. Legyen N = max { Ny, No}. Ekkor minden n > N
természetes szamra

lan|” < lan| <,

vagyis lima? = 0.
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3.11. Tétel. Legyen a : N — R™ konvergens sorozat ésp € N. Az
Ya:N - R n— Ya,

sorozat konvergens, €s
lim ¥/a = {lima

teljestil.

Bizonyitds. Legyen a : N — R konvergens sorozat, A = lima, p € N és ¢ € R tetsz6leges
paraméter. A p = 0,1 esetekben nyilvan teljesiil az allitas, igy feltehetjik, hogy p > 2.
Tegyiik fel, hogy A # 0. Mivel lima = A, ezért létezik olyan N; € N kiiszobindex, hogy minden

A
n > N7 természetes szamra a,, > 3 teljesiil. Ekkor az n > Nj esetben

|A_an| |A_a7l|
_ e/ = <
‘m " —1 . poizk P71 . Ap1k<
S ater St (5)
k=0 k=0
A—a, 2
<Azl 2
p=1 1 pa »r
A5 =
> AT 5

k=0

Legyen Ny € N olyan kiiszobindex, hogy minden n > N3 természetes szamra

N
P
A —an| < =P
2
Ebben az esetben az N = max { N1, N2} olyan kiisz6bindex, hogy minden n > N természetes szdmra
-1
2 e-pAT 2
YA - Yan| < |A—ay|- — p2 . — =&,
pA T pA "

vagyis lim ¢/a = YA.
Most vizsgaljuk meg az A = 0 esetet. Mivel lima = 0, ezért 1étezik olyan N € N kiiszobindex, hogy
minden n > N természetes szamra a,, < P teljesiil. Ekkor minden n > N természetes szamra

Van <,
vagyis lim /a = 0.
3.12. Tétel. (Sorozatok raciondlis hatvinya.) Legyen a : N — RT konvergens sorozat és q € Q. Az
a?:N— R* n— al
sorozat konvergens, €s
mar = { (" o ma 0 v 020
teljestil.

Bizonyitds. Legyen a : N — RT konvergens sorozat, A = lima és ¢ € Q. Ha ¢ = 0, akkor

nyilvanvaléan igaz az allitas.

Ha ¢ > 0, akkor létezik olyan p1,ps € N, melyre ¢ = PL Bkkor a 3.12 és a 3.11 tételbdl kévetkezik az
b2

allités.

Ha ¢ < 0, akkor a 3.6 tétel segitségével visszavezethet6 a ¢ > 0 esetre az allités.
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3.2. Topologiai fogalmak jellemzése sorozatokkal

3.13. Tétel. Legyen ACR és x € R.
1. Az A halmaznak x pontosan akkor a torldddsi pontja, ha létezik olyan a : N — A\ {x} sorozat,
melyre lima = x.
2. Az A halmaz pontosan akkor zart, ha minden konvergens a : N — A sorozatra lima € A.

Bizonyitds. Legyen A CR ésx € R.
1. Tegyiik fel, hogy x az A halmaz torlédasi pontja. Ekkor minden n € N esetén

(B#l(ac) \ {x}) NA#0.

A 1.11 tétel alapjan

[T (B @)\ fa}) na 0,

neN

legyen a egy tetszéleges eleme ennek a halmaznak. Ekkor a egy N — A\ {x} sorozat, melyre lima = x,

hiszen minden n € N szdmra |a, — z| < 1
n

Tegyiik fel, hogy a : N — A\ {z} olyan sorozat, melyre lima = z, és legyen r € RT. Az a sorozat
konvergencidja miatt 1étezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n > N szdmra |a, — x| < 7,
vagyis any1 € Br(z). Az any41 elemre ayi1 € A\ {z} is teljesiil, ezért

an+1 € (Br(z) \{z}) N A #£ 0.

2. Legyen A C R zart halmaz, a : N — A konvergens sorozat és lima = «. Tegyiik fel, hogy a ¢ A.
Ekkor a : N — A\ {a} konvergens sorozat, melyre lima = « teljesiil, tehét a tétel 1. pontja miatt «
torlodasi pontja az A halmaznak. Amibél az A halmaz zartsaga miatt az o € A ellentmondés adédik.
Legyen A C R olyan halmaz, hogy minden a : N — A konvergens sorozat esetén lima € A. Tegyiik
fel, hogy az A halmaz nem zért, és legyen o € A\ A. A lezaras definiciéja alapjan ekkor o torlédasi
pontja az A halmaznak. Ezért 1étezik olyan a : N — A sorozat, melyre lima = «, vagyis az o € A
ellentmondast kapjuk.

3.14. Tétel. (Bolzano—Weierstrass-féle kivdlasztasi tétel.) Minden korldtos sorozatnak létezik kon-
vergens részsorozata.

Bizonyitds. Legyen a : N — R korldtos sorozat, és minden n € N esetén A, = {ay |k > n}.

Az (Ap)nen halmazrendszerre teljesiilnek a 2.20 Cantor-tétel feltételei, ezért ﬂ A, # 0. Legyen
neN

x € ﬂ A,,. Mivel minden € € RT és n € N esetén B.(z)N{ax |k > n} # 0, ezért 1étezik olyan k > n,

neN
melyre ay, € B:(x). Definidljuk a o : N — N indexsorozatot az aldbbi iterdcidval.

— Legyen 0(0) = min{k € N | a; € Bi(z)}.

— Ha o(n) mér ismert, akkor legyen o(n + 1) = min {k eNJon) <k A a,€ B, (x)}
Ekkor az a o o sorozat konvergens, hatarértéke x.

Ha a : N — C sorozat, akkor a Re oa valds sorozathoz 1étezik olyan oy indexsorozat, hogy Re caoo;

konvergens; és az Imoa o o1 valds sorozathoz létezik olyan oy indexsorozat, hogy Imoa o o1 o 09
konvergens. Ekkor a ¢ = 01 0 05 indexsorozatra az a o ¢ sorozat konvergens lesz.

3.15. Tétel. (Bolzano—Weierstrass-tétel.) Az A C R halmaz pontosan akkor korldtos és zdrt, ha
minden a : N — A sorozatnak létezik olyan a' : N — A részsorozata, melyre lima’ € A teljesiil.
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Bizonyitds. Legyen A C R korldtos és zart halmaz, valamint legyen a : N — A tetsz6leges sorozat.
Mivel az a sorozat korldtos, ezért létezik a’ konvergens részsorozata. Ekkor lima’ € A, vagyis az A
halmaz zdrtsiga miatt lima’ € A.

Tegyiik fel, hogy A C R olyan halmaz, hogy minden a : N — A sorozatnak létezik olyan a’ : N — A
részsorozata, melyre lima’ € A teljesiil. Megmutatjuk, hogy az A halmaz korldtos és zart.

Ha az A halmaz nem korldtos, akkor minden n € N esetén A \ B,+1(0) # 0, ezért a 1.11 tétel miatt

H (A\ Bp+1(0)) # 0. Haa € H A\ Bp4+1(0), akkor a : N — A sorozat. Ha a' ennek tetszdleges

neN neN
részsorozata, akkor |a,| > n, vagyis az a’ sorozat nem korldtos, {gy konvergens sem lehet. Vagyis

ekkor az a olyan sorozat, melynek nincsen konvergens részsorozata, tehdt ellentmondasra jutottunk.
Ha az A halmaz nem zért, akkor létezik x € A\ A elem. A lezdrt definicidja alapjén minden n € N
esetén B_1_ (x) N A #D, ezért a 1.11 tétel miatt

I1 (AQB#I(;E)) £ 0.

neN

Haa € H (Bﬁ ()N A), akkor a : N — A sorozat. Legyen a’ az a tetszOleges részsorozata. Ekkor

neN
minden n € N esetén a], € Bﬁ(z), ezért lima’ = x ¢ A teljesiil. Vagyis ekkor az a olyan sorozat,

melynek nincsen olyan konvergens részsorozata melynek a hatdrértéke az A halmazban lenne, tehat
ellentmondésra jutottunk.

3.3. Limesz inferior és szuperior

3.5. Definicié. Az a : N — R sorozat limesz inferiorja

C. A .
liminf a = sup inf  ag
neN \ k€N, k>n

és limesz szuperiorja
. A
limsupa = inf sup  ag | .
neN \ keN, k>n

3.16. Tétel. Minden a : N — R sorozatra liminf a < limsup a.

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy limsup a < liminf a és legyen ¢ € ]lim sup a, lim inf a]. Ekkor
a limsup és a lim inf definiciéja alapjan léteznek olyan ni,ns € N szamok, hogy

sup ap<g< inf ag,
keN, k>nq keN, k>no

vagyis minden n > max {ni,n2} szdmra az
ap < q < Gp,
ellentmondast kapjuk.

3.17. Tétel. Legyen a : N — R sorozat.
1. Halima € R, akkor liminf g = limsup a = lim a.
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2. Ha liminf a,limsupa € R és liminfa = limsupa, akkor az a sorozat konvergens és lima =
liminf a teljestl.

Bizonyitds. 1. Legyen a : N — R konvergens sorozat, és legyen lima = A € R. Ekkor minden
e € RT esetén létezik olyan N € N kiiszobindex, hogy minden n > N természetes szdmra

A—e<a, < A+e

teljesiil. Ezért

A—e< inf ay) < sup  ap | < A+e,
kEN, k>N+1 keN, k>N-+1

amibdl pedig a 3.16 tétel felhasznalasaval
A—e<liminfa <limsupa < A+¢
adddik. Ezek alapjdn minden ¢ € RT szdmra teljesiil a liminf a,limsupa € [A — ¢, A + €], tehat
liminfa = limsupa = A.

2. Legyen a : N — R olyan sorozat, melyre liminf a = limsupa € R. Legyen A = liminfa és ¢ € RT
tetszéleges paraméter. Mivel feltételezésiink szerint

sup inf  ay)=A=inf sup  ay
neN (keN, k>n ) neN keN, k>n ’

ezért

dN;eN: A—-e< inf ag
keN, k>N,

ANy eN: A+e> sup  ak-
kEN, k>Ns

Legyen N = max { N7, No}. Ekkor minden n > N természetes szadmra az

A—c< inf ap<a, < sup ar<A+e

keN, k>N, k€EN, k>N,

egyenl6tlenségek alapjén A — e < a,, < A + ¢ addédik.

3.4. Cauchy-sorozatok

3.6. Definicié. Az a : N — R sorozat Cauchy-sorozat, ha

Ve e RTAN e Nvn,m € N((N <n A N <m) — |a, — an| < ¢).

3.18. Tétel. Minden Cauchy-sorozat korldtos.

Bizonyitds. Legyen a: N — R Cauchy-sorozat. Ekkor létezik olyan N € N, hogy minden n,m > N
szdmra |a, — ap| < 1 teljesiil, vagyis minden n > N esetén a,, € Bi(an+1), vagyis az {a, | n > N}
halmaz kordtos. Minden 0 < n < N esetén az egyetlen pontbdl all6 {a,} halmaz korldtos. Mivel
Ran a véges sok korldtos halmaz unidja, igy korlatos.
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3.19. Tétel. Minden konvergens sorozat Cauchy-sorozat.

Bizonyitds. Legyen a : N — R konvergens sorozat hatarértéke A és legyen € € RT. Ekkor 1étezik
€

olyan N € N, hogy minden n > N szémra |a, — A| < 5 teljesiil, vagyis minden n,m > N esetén

€

215.

€
|an = am| = |(an — A) + (A = am)| < [an — A[ + |am — A] < §+
3.20. Tétel. Egy Cauchy-sorozat pontosan akkor konvergens, ha létezik konvergens részsorozata.

Bizonyitds. Legyen a : N — R Cauchy-sorozat, 0 : N — N olyan indexsorozat, melyre a o o
konvergens, és legyen tovabbd A = lima o 0. Ha ¢ € RT, akkor létezik olyan N; € N, hogy minden

€ €
n,m > Nj esetén |a, — an,| < 2 és létezik olyan Ny € N, hogy minden n > N esetén ’aa(n) — A’ < X
Ha n > N = max {Ny, N2}, akkor

e
|0,an|: |(an*aa(n))+(aa(n)7"4)‘ < +§:€5

ahol kihasznaltuk, hogy o(n) > n.

3.21. Tétel. (Cauchy-kritérium.) Egy a : N — R sorozat pontosan akkor konvergens, ha Cauchy-
sorozat.

Bizonyitds. Ha a : N — R Cauchy-sorozat, akkor a 3.18 tétel alapjan az a sorozat korldtos, és
a 3.15 Bolzano—Weierstrass-tétel alapjan van konvergens részsorozata, amibdl az 3.20 el6zo &llitas
alapjan a konvergenciaja adddik.

Ha a : N — R konvergens sorozat, akkor a 3.19 tétel alapjan Cauchy-sorozat.

3.5. Nevezetes hatarértékek

3.22. Tétel. Adott a € Q mellett
o ha a>0,

lim n® = 1 ha a=0,
e 0 he a<0.

Bizonyitds. Legyen o > 0 és legyen ¢ € R tetszdleges paraméter. A valds szdmok arkhimédészi
tulajdonsaga 1.20 miatt 1étezik olyan N € N | melyre

{e<N-1.

Ebbol adddik, hogy minden n € N szamra n > N esetén

e <n,
vagyis lim n® = oc.
n—oo
Ha a = 0, akkor nyilvanvaléan lim n = lim 1= 1.
n—oo n—oo
Ha o < 0, akkor a 3 = —a szdmra 8 > 0 teljesiil. Legyen ¢ € RT tetsz6leges paraméter. A valds

szamok arkhimédészi tulajdonsdga 1.20 miatt 1étezik olyan N € N | melyre

1
‘</j<N-1.
19
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Ebbdl adédik, hogy minden n € N szamra n > N esetén

) S €,
n
s i I I a_op
vagyis lim o5 = Jim n® =0
3.23. Tétel. Adott g € R esetén
o ha gq>1,
lim ¢" = 1 ha q=1,
nree 0 ha —-1<g<1,

és q < —1 esetén a q™ sorozat divergens.

Bizonyitds. Legyen q > 1 és legyen € € R tetsz6leges paraméter. Vezessikk be aza=¢—1> 0
mennyiséget. A valés szamok arkhimédészi tulajdonsdga 1.20 miatt 1étezik olyan N € N | melyre

e—1
a

< N -1.

Ebbdl, és a 2.1 Bernoulli-egyenlotlenségbol adédik, hogy minden n € N szdmra n > N esetén
e<l+na<(l4+a)"=4q",
vagyis lim ¢" = co.
n—oo
A g =1 és a q=0 esetekben nyilvianvaléan teljesiil az allités.

1
Legyen g € |—1,1[\ {0} és legyen € € RT tetszdleges paraméter. Vezessikk be az a = v 1>0
q

mennyiséget. A Bernoulli-egyenl6tlenség szerint minden n € N* szdmra
1 1 1 1
< < -
14+a)» =~ 14na —

n| __ p— —

|q | - ( a TL’

amibdl a 3.9 renddr-elv és a 3.22 tétel alapjdn adddik a lim ¢" = 0 hatdrérték.
n—oo

Legyen ¢ < —1. Ekkor minden n € N esetén ‘q" — gt

Cauchy-sorozat, ezért nem is konvergens.

> 1, vagyis az n — ¢" sorozat nem

3.24. Tétel. Minden g € R szdmra lim {/q = 1.
n—oo

Bizonyitds. Ha g = 1, akkor nyilvan igaz az allitds. Tegytk fel, hogy ¢ > 1, és tekintsiik az
an = {/q — 1 sorozatot. Ekkor n € N* esetén a,, > 0 és a Bernoulli-egyenlétlenség alapjan

g=1+ay,)" > 14 nay,
amibdl

q—1
n

0<a, <

adddik. Ebbdl a rendér-elv miatt lim a, =0, és igy lim /g = 1 kovetkezik.
n—oo

n—oo

1
Ha g < 1, akkor tekintsiik a ¢’ = — szamot. Ekkor az el6z8 eredmény alapjan.
q

1 1
lim {/g = lim - =1

n— oo n—00 1Y

~|
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3.25. Tétel. lim {/n=1

n—oo

Bizonyitds. A szédmtani-mértani kozép kozotti egyenlStlenség miatt minden n € NT esetén

{I/IS {L/ﬁ: "\/ﬁ.\/ﬁ.(l)n—QSM:%_’_l_%_

Ebbél a 3.9 rendor-elv alapjan adédik a bizonyitandé allitas.

3.26. Tétel. lim Vn!= oo
n—o0
. " + P , c27s , Nl'
Bizonyitds. Legyen ¢ € R tetsz6leges paraméter. Definidljuk az Ny = 2([e] + 1) és az a = N
€

szamot. Ha n > N; természetes szdm, akkor

—N
n! kN N
E—n:Oé'kI_I1 - >O['2 1:2712

Mivel a 3.23 tétel miatt lim 2™ = oo, ezért létezik olyan Ny € N kiiszébindex, hogy minden n > No
n—oo
természetes szamra
2N
2" >

(67

teljesiil. Ha N = max {Ny, N»}, akkor minden n > N természetes szdmra

n! o n a 2M

R T

teljestl, vagyis

Vnl > e.

a
ntll o

3.27. Tétel. (Hdnyados-kritérium sorozatokra.) Ha az a : N — R\ {0} sorozatra lim
n—o00 A

teljesiil, akkor lim a, = 0.
n—oo

. oy e p . . 2 a1 s
Bizonyitds. Legyen ¢ olyan valés szam melyre lim ntll < q < 1. A sorozat hatarértékének a
n—o0o A,
a
definiciéja alapjan létezik olyan N € N, hogy minden n > N szamra ntl) < q teljesiil. Tehat
(227

lan+1| < g lan].
Ebbél teljes indukciéval egyszeriien igazolhaté, hogy minden k € N szdmra
0 < lantil < ¢* - lan].
Amib6l a k — oo hatarérték képzéssel a rendor-elv alapjan klgrolo lan+k| = 0 kovetkezik, ebbdl pedig

lim |ax| = 0 adddik.
k—o0

3.28. Tétel. Legyen p € Q és g € R olyan, hogy |q| < 1. Ekkor lim nPq™ = 0.
n—oo
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Bizonyitds. Ha q = 0, akkor nyilvan igaz az allitas, ezért tegyiik fel, hogy ¢ # 0, és tekintsiik az
a:N— R, a, =nPq" sorozatot. Ekkor

An+1
Qn

1 p
lim = lim |q|~<1+—> =gl <1
n—o00 n—oo n
adodik, ahol felhasznaltuk a sorozatok hatvanyédra vonatkozé 3.12 tételt. A fenti egyenlStlenségbdl
pedig a sorozatokra vonatkozé 3.27 hanyados-kritérium alapjdn lim nPq"™ = 0 kovetkezik.
n—oo

n

3.29. Tétel. Minden q € R esetén lim a _ 0.

n—oo nl
Bizonyitds. Ha q = 0, akkor nyilvan igaz az allitas, ezért tegyiik fel, hogy ¢ # 0, és tekintsiik az
n

a: N>R, a, = q_| sorozatot. Ekkor
n

T <28 g |
n—o00 A, n—oo N + 1
qn
adddik, amib6l a sorozatokra vonatkozé 3.27 hanyados-kritérium alapjan lim — =0 kovetkezik.
n—oo Nn!

(03

3.30. Tétel. Minden o € Q esetén lim ro_ 0.

n—oo n!

Bizonyitds. Az o < 0 esetben a 3.23 tétel alapjan lim n® = 0, és a minden n € NT természetes
n—oo

szamra fenndllé

1 1
0<—<—
nl n
egyenlGtlenségre alkalmazva a rendor elvet lim - = 0 adddik, tehat ezen két sorozat szorzatara
n—oo n!
nDt
szintén lim — = 0 adddik.
n—oo n!

nOt
Tehat elég azt az esetet vizsgalni, amikor o € RT. Tekintsiik az a : N = R, a,, = — sorozatot. Ekkor

n.
1 «@
-<1+—> —0-1=0<1
n

adédik, ahol felhasznédltuk a sorozatok hatvanyara vonatkozo 3.12 tételt. A sorozatokra vonatkozd
o

3.27 hanyados-kritérium alapjan ezért lim — = 0.
n—oo n!

3.31. Tétel. (Napier dllandd.)
1. Minden x € Rt esetén az

a:NT SR n»—>(1+£)
n

sorozat korldtos, monoton névd, tehdt konvergens.
2. Minden x € RT esetén a .
x
biNt SR one (1-2)

konvergens.
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8. Minden x € R esetén " "
lim (1+f) . lim (1—5) ~ 1.

n—oo n n—oo n
. " P . T\" T
Bizonyitds. 1. Legyen x € Rt és minden n € NT esetén a,, = (1 + —) A==z, =142,
n n
Zn+1 = 1 szamokra alkalmazva a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenséget
n/ = n+1 n+1 n+1

adédik, amibdl hatvanyozassal a,, < a,4+1 kovetkezik.
Jelolje [x] az = szdm egészrészét, tehdt azt a j6l meghatdrozott egész szamot melyre [z] < x és

x x
1>z A ==z, =14 —, Zpy1 = = Zpifz]e1 = 1 — ——— szamokra alkal
[x] + x. Az 7 z +n Znt1 Zpt[x]+1 OES szémokra alkalmazva a

szamtani és mértani kézép kozotti egyenlotlenséget

n+[z]+\1/(1+%)".<1 z >[r]+1 n(1+2)+ (2] +1) (17m%)

[z] +1 = n+ 2] +1 B
7n+x+[x]+1—z71
B n+x]+1 N

adédik, amibol hatvanyozassal

(5 (-m)

kovetkezik. Ennek atrendezése adja a sorozat korldtossagat bizonyitd

N
an < (1 _ —>
[] +1

egyenl6tlenséget. Ezek alapjan az a sorozat monoton nové, és feliilrél korlatos, vagyis konvergens.
2. Legyen z € RT és minden n € NV esetén b, = (1 — E)n Mivel [z] < z < [z] 4+ 1, ezért
0 <[z] +1—2 <1, vagyis minden n € NT esetén "
< ° <Z
n+l " n+zl+l—2 n

n+1 —1 n n
14— (1 2 <(1+—5—) <(1+3)
n+1 n+1 n+z]+1—2x n

adodik, tehat a renddr elv alapjan a

Nt 3R nes (14—
n+z]+1—x

Ebbél

sorozat konvergens és

m (14 ——2 ) = lim (1+f)".

Mivel

. ~lel-1
hm (14— 2 —1,
n—oc0 n+z]+1—x
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ezért a

- +lal+1
c:NFSR  ne (14 —-F—
n+z]+1—2x

sorozat konvergens és
. . T\"
lim ¢, = lim (1+—) .
n—roo n—o00 n

A minden n € Nt \ {z} szdmra érvényes

n—ax n T ny —1
n n—x
atalakitdsbol azt kapjuk, hogy minden n € Nt szamra bpifa)+1 = ¢ L. Mivel a ¢ sorozat konvergens
és lim ¢ # 0 (hiszen minden n € NT esetén ¢ < ¢,), ezért a b sorozat is konvergens és

lim b, = (lim cn)_l. (3.1)

n—oo n—oo
3. A (3.1) egyenlet jelenti a bizonyitandé egyenldséget.

n!
3.32. Tétel. lim — =0

n—oo N

|
Bizonyitds. Tekintsik a b: N — R, b, = n_n sorozatot. Ekkor

n
) n \"
= lim .

1 n
A 3.31 tételben definidlt a,, = (1 + —) sorozatra lim a, > 1 teljesiil, hiszen a sorozat monoton
n n—oo

bn+1

lim
n— o0

n

novo és a; = 2 > 1. Ezért
1

lim (1 + —)
n—oo n

adddik. A sorozatokra vonatkozé 3.27 hdnyados-kritérium alapjan ezért lim b, = 0.
n—oo

bn+1
bn

lim

n—oo

<1
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4 Sorok

4.1. Sorok hatarértéke és tulajdonsagai

4.1. Definicié. (Sorok.)
— Adott a : N — R sorozat esetén, azt a j6l meghatdrozott > a : N — R sorozatot, melyet minden

n € N esetén (Z a)

nevezziik, és olykor a Z ay, szimbolummal jeldljiik.

n
= E a; definidl; az a sorozathoz rendelt sornak vagy roviden csak sornak
n
i=0

n
— Azt mondjuk, hogy az a sorozat dltal meghatdrozott sor konvergens, ha a Y a sorozat konver-
oo n

A . s -
gens. Ekkor a Z ap = nh_}ngo I;)ak = hmz a jelolést hasznéljuk.

n=0
— Azt mondjuk, hogy az a sorozat altal meghatdrozott sor divergens, ha a »_ a sorozat divergens.

— Ha lim ) a = 00, akkor a Z a, = oo jelolést haszndljuk megfelel6 eléjellel.

n=0

4.1. Tétel. Legyen > a,> . b konvergens sor, és A € R.

oo oo (o9}
- A > (a+b) sor konvergens és Z(an +b,) = Z an + Z by,
n=0 n=0 n=0
o0 o0
- A Y (Xa) sor konvergens és Z Aa, = A Z .
n=0 n=0
oo o0
- A Y@ sor konvergens és Zﬁ = Z Ay, -
n=0 n=0

n n
Bizonyitds. Minden n € N esetén legyen o, = Zak és B, = Z br. Mivel az « és a [3 sorozat

k=0 k=0
konvergens, ezért 6sszegiik, szamszorosuk és konjugaltjuk is konvergens lesz. Tovabba a
lim (an + 8n) = lim a,, + lim S,
n—oo n—o0 n—oo
lim (ca) = ¢ lim a
n—oo n—oo
lim &, = lim «,

n—oo n—oo

egyenl6ségek teljesiilnek.

4.2, Tétel. (A konvergencia szikséges feltétele.) Ha a Y a sor konvergens, akkor lima = 0.

n
Bizonyitds. Minden n € N esetén legyen a,, = Z ar, és legyen A = Z an. Ekkor az n — a, és

k=0 neN
az n — «ay41 sorozatok konvergensek, és hatarértékiik megegyezik. Mivel minden n € N esetén

Ap+4+1 = Op41 — Qp,
ezért

lim ap41 = lim (@p41 — ) =A—A=0.
n— oo n— oo

Amibdl lim a = 0 kovetkezik.
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4.3. Tétel. (Cauchy-kritérium.) Legyen a : N — R sorozat. A > a sor pontosan akkor konvergens
ha

m

Z ai| < 5) .

k=n

n
Bizonyitds. Legyen a : N — R sorozat és minden n € N esetén legyen «,, = Z ag. A sorozatokra
k=0
vonatkoz6 3.20 Cauchy-kritérium alapjan az («),en sorozat pontosan akkor konvergens, ha Cauchy-
sorozat, vagyis ha

V5€R+3NENVn,m€N<(N<n<m)—>

Ve e RTIN e NVn,m € N((N < n < m) — |am — an| <€)
teljesiil.

4.4. Tétel. Legyen a : N — R sorozat. Ha a Y a sor konvergens, akkor

o0

Z ap| < 5) .
k=n

n
Bizonyitds. Legyen a : N — R sorozat és minden n € N esetén legyen o, = Zak. Tegyiik
k=0
fel, hogy a > a sor konvergens és legyen ¢ € RT tetsz8leges paraméter. Ekkor az (a)nen sorozat
konvergens, vagyis Cauchy-sorozat. FEzért 1étezik olyan N € N, hogy minden N +1 < n,m € N
Szamra

VEER+3N€NVnEN<(N<n)—>

€
| — an—1| < B

teljesiil, amibdl az m — oo hatdratmenettel
. €
lima — ap_1| < 5 <eg
adédik, amibdl a
o] n—1 o]
Imoa — opoq = Zak — Zak = Zak
k=0 k=0 k=n

atalakitassal adodik az allitas.

4.2. Majorans és minorans kritérium

4.5. Tétel. (Majordns és minordns kritérium.) Tekintsik az a : N — RJ sorozathoz rendelt Y a
sort.

1. Ha létezik olyan b : N — R sorozat, hogy minden n € N esetén a,, < b,, és a > b sor

(o] (o]
konvergens, akkor a > a sor is konvergens, tovdbbd Z an < Z bn.
n=0 n=0
2. Ha létezik olyan b : N — Rar sorozat, hogy minden n € N esetén an, > by, és a Y. b sor
divergens, akkor a > a sor is divergens.
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n n
Bizonyitds. Minden n € N esetén legyen «,, = Z ay és By = Z b.

1. Minden n € N természetes szamra «,, < §,. Mivel a 8 sorozat konvergens, ezért korlatos is. Az «
sorozat korlatos az a,, < 3, egyenlGtlenség miatt, tovabba monoton név6 az « sorozat a konstrukciéja
miatt. Ezek alapjan az « sorozat konvergens.

2. Minden n € N természetes szamra «,, > 3,. Mivel a [ sorozat divergens, és monoton novo, ezért
lim 8 = c0. Az a,, > B, egyenlétlenség miatt lim o = oo, vagyis az « sorozat divergens.

1 1
4.6. Tétel. A Z —— sor divergens, a Z m sor konvergens.
n

Bizonyitdas. 1. Teljes indukcioval konnyen igazolhatd, hogy minden n € N esetén

2
2 ;2!

NJI:

1
teljestil. Ebbol pedig kovetkezik a Z T sor divergencidja.
n

n
2. Teljes indukcidval kénnyen igazolhatd, hogy minden n € N esetén

"1
2 =2

I/\
I
S|

1
teljesiil. Ezek alapjan a Z m
n

sor feliilr6l korlatos és monoton néveé, tehat konvergens. SOt

még a
oo
1
E — <2
n

becslés is adédik.

4.3. Abszolut konvergens sorok

4.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy a > a sor abszolit konvergens, ha a Y |a| sor konvergens.

4.7. Tétel. Ha a Y a sor abszolit konvergens, akkor konvergens is, és

[o ]
< Z |an] .
n=0

Bizonyitds. Legyen a : N — R olyan sorozat, hogy a bel6le képzett > a sor abszolit konvergens,

és legyen minden n € N esetén «,, = Z G-

Megmutatjuk, hogy az n — «, sorzat Cauchy-sorozat, igy a 3.21 Cauchy-kritérium alapjan konver-
gens. Legyen ¢ € RT tetszleges, és legyen A = Z |an|. Ekkor létezik olyan N € N kiiszobindex,

neN
hogy minden n > N természetes szamra

A— Z|ak| Z lak| < e

k=n+1
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Ezek alapjan minden n, m > N természetes szamra

max{m,n} max{m,n} oo
|ay — am| = Z ap| < Z lak] < Z lak| < €
k=min{m,n}+1 k=min{m,n}+1 k=N+1

teljestl, vagyis az n — «,, sorozat Cauchy-sorozat.

4.8. Tétel. Legyen g€ R. A Z q"

- divergens, ha |q| > 1;
— abszolit konvergens, ha |q| <1 és ekkor

e 1
> "= —.
n=0

Bizonyitds. Legyen g € R. Ha |q| > 1, akkor az n — ¢™ sorozat nem tart a nulldhoz, vagyis Z q"

n
sor a 4.2 konvergencia sziikséges feltétele alapjan a nem lehet konvergens.

Ha |q| < 1 és n € N, akkor teljes indukciéval bizonyithatd, hogy

fﬁ

teljesiil, valamint a 3.23 tétel alapjan lim ¢" = 0. Ezekbol az n — oo hatardtmenet utan
n—oo

o
Yot
n=0

adodik.

4.4. Konvergenciakritériumok

4.9. Tétel. (Kondenzdcids kritérium.) Legyen a : N — RT monoton csokkend sorozat. Ekkor ha
a Zan €s a ZQ”agn sor kozil valamelyik konvergens, akkor mindkettd konvergens; illetve, ha

n n
valamelyik divergens, akkor mindkettd divergens.

Bizonyz’tds. Legyen a : N — RT monoton csokkend sorozat, és minden n € N esetén legyen
n

Z ag és B(n Z 2% aqr. Az a sorozat monoton csokkenése miatt az alabbi egyenlétlenségek
k=0
teljesulnek
n—12%—
a2" — *a0+2akfa0+22a2k+]_
k=0 j5=0
n—12F-1

<a0+22a2k—ao+z2 ask = ag+ B(n—1)

k=1 j=0
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2" n—1 2k
a(2”):a0+a1+2ak :ao+a1+22a2k+j Z
k=2 k=0 j=1
n—1 2k n_1 ) .
> ag+a;+ ; Zla2k+2k =ag+a+ ;}2ka2k+1 =ag + 50/1 + §ﬁ(n)
=1 j= —

Tekintsiik az n — a(n) és n — [(n) monoton néve sorozatokat. A fenti becslés azt mutatja, hogy
ha az egyik nem korlatos, akkor a masik sem az. Vagyis ha az egyik sor divergens, akkor a masik is.
Ebbél pedig kovetkezik, hogy ha egyis sor konvergens, akkor a mésik is.

Kiegészités. A kondenzaciés kritérium altaldnosabb forméban is igaz.

4.10. Tétel. Legyen a : N — RY monoton csokkend sorozat és p € N\ {0,1}. FEkkor ha Zan

n

Zp"apn sorok kézil valamelyik konvergens, akkor mindketté konvergens; illetve, ha valamelyik di-

n
vergens, akkor mindkettd divergens.

O

1
4.11. Tétel. Legyen q € Q. A E — sor pontosan akkor konvergens, ha g > 1.
n
n

. . . e . 1 .
Bizonyitds. A 4.9 kondenzdicds kritérium alapjan a g —, sor pontosan akkor konvergens, amikor
n
n

1
301 hényadosu

geometriai sor Osszege. A geometriai sor konvergencidjara vonatkozo 4.8 tétel alapjan, ez pontosan

2n IR
a Z W sor konvergens. Ezt a sort a Z (F) alakban lehet felirni, ami a

akkor konvergens, ha < 1 teljesiil, ez pedig a g > 1 feltétellel ekvivalens.

24—1
4.12. Tétel. (Cauchy-féle gyokkritérium.) Ha az a: N — R sorozat esetén
1. limsup ¥/ |an| <1, akkor a > a sor abszolit konvergens;

n—oo

2. limsup V/|an| > 1, akkor a Y a sor divergens.
n—oo

Bizonyitds. 1. Legyen ¢ € RT olyan paraméter, melyre limsup V/|a,| < ¢ < 1. Ekkor a limsup

n—oo

definicidja alapjdn 1étezik olyan N € N, hogy sup{ V|ak| | k€N, k> N} < q, ezért minden k > N

szamra |a(k)| < ¢*. A g q" geometriai sor konvergens, mert q € ]0, 1], ezért a majorans kritérium
k
szerint a Y a sor abszolit konvergens, ezért konvergens is.

2. Legyen q € RT olyan paraméter, melyre limsup {/|a,| > ¢ > 1. Ekkor a limsup definiciéja

n—oo

alapjan minden N € N esetén sup { {“/m |keN, k> N} > g. Tehat minden N € N természetes
szam esetén létezik olyan k > N, melyre |ag| > ¢*. Definidljuk a o : N — N indexsorozatot az alabbi
iteraciéval.

— Legyen ¢(0) = min {k € N | |ax| > ¢°}.

~ Ha o(n) mér ismert, akkor legyen o(n+1) =min{k € N| o(n) <k A |ax| > ¢""'}.
Ekkor az a o o nem korlatos részsorozata az a sorozatnak. Ezek alapjan az a sorozat sem korlatos,
ezért konvergens sem lehet, emiatt pedig a > a sor sem lehet konvergens.
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4.13. Tétel. Minden a : N — R’ sorozatra

.. Gn41
lim inf | -2+
n— oo

<liminf {/|a,| <limsup ¥/|a,| < limsup
n—oo n—oo n—o0

QAp

Bizonyitds. Legyen a: N — R’ tetsz6leges sorozat.
Gp41

1. Legyen a < lim inf

n—o0

’ tetszéleges vald szam. Ekkor a lim inf

= sup <inf{‘an+1 | n €N, nzN})
NeN Gnp

QAp

Ap41

lim inf
n— oo

Qn

definiciéja miatt 1étezik olyan N € N, hogy minden n > N természetes szdmra a < ‘

Tehéat
|aN+1| > o |aN| .

Ebbél teljes indukciéval egyszeriien igazolhatd, hogy minden k € NT szdmra
lanyi| > o - |ay]|.

Vagyis minden n > N természetes szamra

, . . la
Vlan| > Var=N . Y/]ay| =« - %.

Amibél
liminf {/]a,| > lim inf (a- \ @) =«
n— «

n—roo oo

addédik. Mivel minden valds a szamra teljesiil a

An+41
an

a < liminf
n— o0

— a < liminf {/|a,|
n—oo

kovetkeztetés, ezért

N Gn41
lim inf | —2+
n— o0

< liminf {/|ay].
n—o0
2. A 3.16 tétel szerint minden a : N — R’ sorozatra teljesiil az

liminf {/|a,| < limsup Y/ |a,|
n—o0 n—00

Qan

egyenl6tlenség.

3. Legyen o > lim sup

An+41
n— 00

’ tetszéleges valds szam. Ekkor a lim sup

= inf <sup{‘an+1 | n €N, nzN})
NeN an,

425

n+1
Qn

. a
lim sup
n—oo

definiciéja miatt 1étezik olyan N € N, hogy minden n > N természetes szdmra o >

Tehéat
|aN+1| < - |aN| .

An+41

Qan

An+1

An+1

teljesiil.

teljesiil.
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Ebbé] teljes indukciéval egyszeriien igazolhaté, hogy minden k € NT szdmra
lan k| < o - lan].

Vagyis minden n > N természetes szamra

nl|Q
n/|an| < "/an—N . n/laNl = - |a—%|
Amibél

limsup {/|a,| < limsup (a- \ |Z—]J\\[[|> =a

n—o0 n—o0

adodik. Mivel minden valés a szamra teljesiil a

An+41

a > lim sup
n—oo

— a > liminf {/|ay|
Ap n—o00
kovetkeztetés, ezért
. ) a
limsup {/]a,| < limsup | =+

n—o0 n—oo

n

An+1

Qn

4.14. Tétel. Legyen a : N — R’ olyan, melyre létezik a lim € R hatarérték. Ekkor létezik a

n—oo
lim {/|ay| hatdrérték, és
n—oo

An+41
Qn

lim /|a,| = nle

n—oo oo

"

Bizonyitds. Az el6z6 4.13 éllitas és a 3.17 tétel alapjan nyilvanvald.

4.15. Tétel. (D’Alembert-féle hdnyadoskritérium.) Ha az a: N — R’ sorozat esetén

. a .
1. limsup nH < 1, akkor a > a sor abszolit konvergens;
n—oo a/n
. . An+1 .
2. liminf > 1, akkor a > a sor divergens.
n— 00 an

Bizonyitds. A 4.12 Cauchy-féle gyokkritérium és a 4.13 tétel alapjan nyilvanvald.

4.5. Leibniz-sorok
4.3. Definicié. A Z(fl)”an sor Leibniz-tipusi vagy Leibniz-sor, ha a : N — R monoton csékkend
n

zérussorozat.

4.16. Tétel. Ha Z(—l)"an Leibniz-sor, akkor konvergens, és minden n € N esetén
n

|Hn| S Ap41-
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Bizonyitds. Legyen a : N — RT monoton csokkend zérussorozat, és minden n € N esetén legyen
n

aln) = Z(—l)kak. Ekkor minden n € N esetén az
k=0

i
L

a(2n) = (a2 — agr41) + azn >0

a2n+1) =ap+ Z (—agk—1 + agk) — aznt+1 < ag
k=1

a(2(n+1)) = a(2n) — aspt1 + a2nt2 < a(2n)
al2n+1)4+1)=a@2n+1) + aznt2 — a2n+3 > a2n+ 1)

egyenlétlenségek alapjan az n — a(2n) sorozat alulrél korldtos és monoton csokkend, ezért konvergens,
valamint az n — a(2n + 1) sorozat feliilr6l korlatos és monoton nové, ezért szintén konvergens. A

nh—>H;o (a(2n+1)—a(2n)) = nh—>Ir<>lo —agn4+1 =0

hatérérték alapjan lim a(2n + 1) = lim «(2n), vagyis létezik a lim «(n) hatdrérték. Legyen
oo

A= Z(—l)kak. Mivel az n — «(2n) sorozat monoton csékkend és az n — «(2n + 1) sorozat
k:0 . .
monoton nové, ezért minden n € N szdmra

a(2n+1) < A < a(2n),
ezért

0<A—a(2n+1)<al@2n+2)—a2n+1) = aznt2 = JA—a2n+1)| < agnyo,
0>A—a2n) >al2n+1) — a(2n) = —azn+1 = |JA—a(2n)| < aznt1,

ami bizonyitja a hibatagra vonatkozé |H,| < a, becslést.

4.6. Feltétlen és feltételesen konvergens sorok

4.4. Definicié. Legyen a : N — R tetszOleges sorozat.
— A > asor dtrendezésének nevezziik a _ aoo sort, ahol o : N — N bijekci6. Tehat az dtrendezett

n
sor n-edik tagja Z Ao (k) -
k=0
— Azt mondjuk, hogy a > a sor feltétlen konvergens, ha minden dtrendezése konvergens.

— Azt mondjuk, hogy a > a sor feltételesen konvergens, ha konvergens, de nem abszolit konver-
gens.

4.17. Tétel. Minden abszolut konvergens sor feltétlen konvergens, valamint az dtrendezés nem wvdl-
toztatja meg a sorosszeget.

Bizonyitds. Legyen a : N — R tetszOleges abszolit konvergens sorozat és o : N — N tetszoleges

oo o0
bijekcié. Tovabba vezessiik be az A = Z an ésa B = Z |an| jeloléseket. Minden n € N természetes
n=0 n=0
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szdm esetén legyen n’ = max {o(k)| k € {0,...,n}}, ekkor

n n n/
Z|aoo| :Z|ag(k)| §Z|al| SB
k=0 k=0 =0

n

Ezért az n — Z ‘aa(k) | sorozat feliilrél korldtos és monoton nové, tehédt konvergens. Vagyisa Y aoo
k=0
sor abszolut konvergens, tehat konvergens.
o0

Megmutatjuk, hogy A = Z ay(n)- Ehhez legyen e € RT tetszbleges paraméter. Mivel az > a sor
n=0
abszolut konvergens, ezért minden 1 € R™ szdmhoz létezik olyan N; € N kiiszobindex, hogy minden

n > Nj természetes szamra
o

Z |ak| < é€q.

k=n

Ekkor az Ny = max {oc ' (k)| k € {0,..., N1}} szdmra igaz, hogy minden n > N, esetén

. Ni+1
E Qo (k) = Z Qo (k) T Qo (k) = Z ag + Qo (k)
k=0 ke{0,...,n} ke{0,...,n} k=0 ke{0,...,n}
o (k)< N7 o(k)>Nq o(k)>Ny
vagyis
n Ny %)
A*E Ao (k)| = A*Zak* Z Ao (k)| < Z ag| + Z Ag(k) | <
k=0 k=0 kefo,..., n} k=N1+1 ke{0,...,n}
o(k)>Nyp o(k)>Ny
(o] o] o0
< >0 dal+ DD aew] < DD arl+ DD ak] < 221
k=N;+1 ke{0,...,n} k=N1+1 k=Ni+1

o(k)>Njp

€
Tehdt a ¢ paraméterhez 1étezik olyan N € N kiisz6bindex (példdul a e; = 3 vélasztashoz kapott N

paraméter), hogy minden n > N természetes szdmra

A — Z ag(k)
k=0

<e

o0
teljesiil, ami bizonyitja a Z aqs(ry = A egyenlSséget.
k=0

4.7. Sorok Cauchy-szorzata

4.5. Definicié. Az a és b: N — R sorozat konvolicidjinak nevezzik az

axb:N—=R n»—)Zaibn_i
i=0

sorozatot.
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4.6. Definicié. A Y a és > b sor Cauchy-szorzatdnak nevezziik az a * b sorozat dltal meghatérozott
> ax*b sort.

4.18. Tétel. (Mertens tétele.) Ha a konvergens > a, >.b sorok kézil legaldbb az egyik abszolit
konvergens, akkor a > a és > b sorok Cauchy-szorzata konvergens, és

Y () (22)

Tovdbbd, ha a > a és Y b sor abszolit konvergens, akkor a Y (a*b) sor is abszolit konvergens.

o0 o0
Bizonyitds. Legyen a Y a sor abszolit konvergens és legyen A = Z Ay Ag = Z lan| és B =
n=0 n=0

k=0

Z b, valamint legyen C olyan, hogy minden n € N szdmra < C teljesiil. Ekkor teljes
n=0

indukcidval egyszeriien igazolhatd, hogy

i(a*b)(k)—AB: iaj—A B—i—zn:aj (gbk—B>. (4.1)
k=0 j=0 k=0

Jj=0

A jobb oldal els6 tagja nulldhoz tart. Megmutatjuk, hogy a mésodik tag is a nulldhoz tart. Minden
n

> b—B

k=0

g’ > 0 szdmhoz létezik N7 € N, hogy minden n > N; esetén < ¢’; valamint 1étezik

Ny € N, hogy minden n > Ns esetén Z lag| < &’. Legyen N = max { Ny, Na}. Ekkor n > 2N esetén
k=n

n—j N n—j
aj< bk—B> <> o[> bk —B
k=0 j=0 k=0

n

N ') fe’e)
<Y lajle’+ D [ C <D ajl+C D o <€Aq+ Ce = (C + Aa)e’

i=0 j=N+1 §=0 J=N+1

+ Z |aj|

Jj=N+1

S

>

7=0

<

3

2(C + A,)

rekhez tartozé N’ = 2max { Ny, N2} kiiszobindex olyan lesz, hogy minden n > N’ szdmra

Z <Zbk ><s,

Jj=0

Vagyis tetszéleges ¢ € Rt esetén legyen ¢’ = és az ehhez véalasztott N7 és No paraméte-

vagyis a (4.1) képlet jobb oldaldn 1évé mésodik tag is a nulldhoz tart.
Most tegyiik fel, hogy > a és > b is abszolit konvergens, és az eddigi jeloléseket egészitsiik ki a
o0

B, = Z |b| szimbélummal. Ekkor minden n € N esetén
n=0

k
Z arbr—;

=0

Z|a*b| i

k=0

n k n n—=k
<D laidlbedl =3 laxl 3 bl <
k=0 =0

k=0 1=0
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< arl > Il = lak| Ba < (Z |ak|> B, = AqBa,
k=0 =0 k=0 k=0

vagyis a Y (a * b) sor abszolit konvergens.

4.8. Sorok pontonkénti szorzata

4.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a : N — R sorozat
— korldtos vdltozdsi, ha a

o0
Z lant1 — an| < 00
n=0
teljesiil;
— korldtos részletdsszegi, ha a
o S| <o

teljesiil.

4.19. Tétel. (Abel-féle kritérium.) Legyen a : N — R korldtos vdltozdsi zérussorozat és legyen
b: N — R korldtos részletésszegtl, sorozat. Ekkor a Z anby sor konvergens, és

n
o
S Z |an+1 - an| - | sup
n—"0 neN

Bizonyitds. Legyen a: N — R korlatos valtozasu zérussorozat és

A= (Z |an+1 - anl) )
n=0

valamint legyen b : N — R korlatos részletosszegii sorozat és

n

P

k=0

o
E anby
n=0

teljestil.

n
B =sup Zbk .
neN k=0
A minden n € N szdmra fenndllé Abel-dtrendezés
n n—1 k n
S = 5 (o) 0 ) 3o,
k=0 k=0 j=0 =0

igazolhato n szerinti teljes indukciéval. Minden n € N esetén

E

n—1 n—

k 1
E (ak — ag+1) E ; E ak — Q41 -
=0 i

n—1
bj §Z|akfak+1|~B:AB,
k=0 k=0 J k=0

Il
=)
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n—1 k
ezért a E (ag — ak41) E b; | sor abszolut konvergens, vagyis konvergens is, és
k=0 §=0
[e'S) k
E (ak — ak41) E b; < AB.
k=0 Jj=0
n n
Aznw a, E bj sorozat zérussorozat, mert az n — g b; sorozat korldtos és a zérussorozat. Ebbdl
=0 =0

mar adédik a bizonyitando allitas.

4.9. Elemi fiiggvények

4.8. Definicié. (Elemi hatvdnysorok.)
— Legyen a : N — R tetsz6leges sorozat. Ekkor értelmezziik a P, fiiggvényt a

A
Dom P, = {m eR ‘ a Zanx” sor konvergens}
n
halmazon, az alabbi médon.

P,:DomP, - R z»—)Zanz"

n=0

A P, fuggvényt az a egyiitthatdju 0 kézépponti hatvdnysornak nevezzik.
— Az a : N — R sorozat esetén értelmezziik az alabbi mennyiséget.

1
——  — — ha 0 <limsup v/|a,| < oo;
lim sup {/|a,| n—o0 2l ’

n—oo

1>

Rq 0, ha limsup V/|a,| = oo;
n—oo

00, ha limsup {/|an| = 0.
n—oo

Ezt az R, szamot a P, hatvanysor konvergenciasugardnak nevezzik.

4.20. Tétel. (Cauchy-Hadamard-tétel.) Legyen a: N — R tetszdleges sorozat, és x € R.
1. Ha |z| < R,, akkor az x pontban a P, hatvdnysor abszolit konvergens, tehdt x € Dom P, .
2. Ha |x| > R,, akkor az x pontban a P, hatvdnysor divergens, tehdt x ¢ Dom P,.

Bizonyitds. A 4.12 Cauchy-féle gyokkritérium kozvetlen kovetkezménye.

4.21. Tétel. Az aldbbi hatvinysorok konvergenciasugara végtelen, vagyis minden x € C esetén kon-
vergensek a sorok.

0 " o0 $2n+1 0 x2n
> 1" > =1
. > . |
—n o (2n 4+ 1)! o (2n)
O p2ntl 2n
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4.9. Definicié. (Elemi fiigguények.)
— Az exponencidlis fligguény
X _n
z
exp:C—C zHZm
n=0
— A szinusz fiigguény

ZQn-‘,—l

n=0

— A koszinusz fiigguény

e 2n
z
:C—>C zm~ -1)" .
cos z 7;0( ) )l
— A tangens fiigguény )
tg:{z€C| cosz#0} -C 2z~ e
cosz
— A kotangens fligguény
1
ctg: {z€C| coszsinz#0} = C 2
gz
— A szinusz hiperbolikus fliggvény
e Z?nJrl
h:C—>C z+— _—
i ? 7;) 2n + 1)
— A koszinusz hiperbolikus fiigguény
&0 Z2n
h:C—C — —.
¢ : 7;0 (2n)!
— A tangens hiperbolikus fliggvény
sh z
th:{z € C| ch 0} -C z+— —.
{z € C| chz#0} Al
— A kotangens hiperbolikus fiigguény
1
cth:{z€C| chzshz#0} —>C 2 o
z

4.22. Tétel. (Euler-tétel.) Minden z € C esetén

exp(iz) = cosz +isin z.

Bizonyitds.
e’} 2n > 2n+1
2 z
.. _ 1) 1)t =
cosz +isinz 7;:0( ) (2n)! +17;)( ) (2n+1)!

_ i Z4n B Z4n+2 iy z4n+1 . Z4n+3 _
Zan)l @n+2)! @+ D! 40+ 3)!
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)4n+1 (1 Z)4n+2 (1 z)4n+3 _
_Z 4n+1) (4n+2)!+(4n+3)!_

= exp(iz).

4.10. Az exponencialis fiiggvény és a hatvanyozas

4.23. Tétel. (Az exponencidlis fiiggvény.)
1. Minden x € C szamra exp(z) = exp(T).
2. Minden x,y € C szdmra exp(x + y) = exp(z) exp(y).
3. Minden x € C szdmra (exp(z))™! = exp(—z).
4. Minden x1,x2 € R szdmra x1 < xo esetén exp(x1) < exp(xsa) teljesil, vagyis az

explr: R—=R x> exp(x)

figguény injektiv.

no_k
. ’ ’, 7’ ‘r . z
Bizonyitds. 1. Legyen x € C és a,, = Z R Mivel az a sorozat konvergens, ezért
k=0 "
exp(z) = nh_}n;o an = nh_}rrgo a, = nh_}n;o Z = exp(T).
ok y*
2. Mivel a ay = — és By = sorozatokbol képzett sorok abszolut konvergensek, ezért Mertens-tétel

alapjan Cauchy- szorzatuk is konvergens lesz. Mivel

n

D gk oyn—k 1 n\ g ook (@+y)"
(e 500 =3 Gy = ﬁz(k)” =

k=0

(£5) (55) -5

n=0

ezért

3. Az eléz6 pont alapjén minden z € C esetén

exp(z) - exp(—z) = exp(0) = 1.

4. Az exponencialis fliggvény definicidja alapjan ha a € R, akkor exp(a) > 1. Ha 1,22 € R és
r1 < T2, akkor
exp(r2) = exp(z2 — 71) - exp(z1) > exp(z1).

4.10. Definicié. Az exp |r fliggvény inverzét valds természetes alapi logaritmusfigguénynek nevez-
ziik, jele log vagy In. Teh&t Domlog = Ran(exp |r), és minden 2 € Domlog szdmra exp(logz) = x.

Megjegyzés. Késébb igazoljuk, hogy Dom log = RT.
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4.11. Definicié. Legyen « € Domlog és z € C. A
o 2 exp(zlog(z))
szamot az x szdm z-edik hatvdnydnak nevezzik.

4.12. Definicié. Az exp(l) szdmot a természetes alapt logaritmus alapszdmdnak nevezzik és az e
betfivel jeloljiik, vagyis e 2 exp(1). (Ertéke megkozelitbleg e ~ 2, 71828182845904523536.)

4.24. Tétel. Minden z € C szdmra exp(z) = €.
Bizonyitds. Az e szam és a hatvanyozas definicidja alapjan nyilvanvalo.
4.25. Tétel. Legyen x,y € Domlog olyan szdm, melyre ¥ € Domlog, és legyen 21,29 € C. Ekkor

z2 _ .Z1t22 —z1 _ 1 (:Cy)zl = Y%

T T , T

teljestil.

Bizonyitds. Az allitasok a hatvanyozas definicidéjanak és az exponencidlis fiiggvény multiplikativi-
tdsanak kozvetlen kovetkezményei.

4.26. Tétel. Minden x € R esetén az a(z),b(z) : Nt — R, a(zx), = (1 + E)n és b(x), = Z
n

sorozatok hatdrértéke megegyezik.

Bizonyitds. Adott z € R esetén tekintsiik az a(z),b(x) : Nt — R, a(z), = (1 + E)n és b(x), =
n

n k

z tokat
ZESOI‘OZ&O&.

k=0
1. Tegyiik fel, hogy # € RT. Ekkor a 3.31 tétel alapjan az a(z) sorozat konvergens, valamint a 4.21

tétel alapjan a b(x) sorozat konvergens, és definici6 szerint limb(xz) = expx. A binomidlis kifejtés

alapjan

n k—1 i :Ck

b(@)n — al@)n = Y <1 - H <1 - H)) o

k=1 =0

ul k(k+1)
A teljes indukciéval kénnyen bizonyithatd Zz =5 formula és a Bernoulli-egyenlGtlenség

i=0
miatt

M(-5)z-Si--tn

i=0 =0

Ezek alapjan

k—1 .

i k(k—1)
1-— 1——)<
H ( n) - on
1=0
vagyis
2 n=2
1
0<b(1‘)n—a(x)n§z—~ :C_S_Z' exp x,

n ! n
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amibdl a renddrelv értelmében lim(b(x) — a(x)) = 0 kovetkezik.

1
2. Ha = < 0, akkor a 3.31 tétel miatt lima(x) = —————, a 4.23 tétel miatt limb(z) = ———.
lim a(—x) lim b(—x)
Mivel ekkor —z > 0, ezért az 1. pont alapjan
lima(—z) = lim b(—x),
amibél lim a(x) = lim b(z) kovetkezik.
4.27. Tétel. (Elemi figgvények alaptulajdonsdgai.)
- Minden x € C szdmra az aldbbiak teljestilnek.
. _eim_e—im _eiz_,’_e—im
sinz = % cosx = 5
shx = % chz = %
— Minden x,y € C esetén
sin(x + y) = sin(z) cos(y) + sin(y) cos(x)
cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)
sh(z +y) = sh(z) ch(y) + sh(y) ch(z)
ch(z +y) = ch(z) ch(y) + sh(z) sh(y).
— Minden x € C esetén
sin(iz) = ishz, cos(iz) = chuz, sh(jz) = isinz, ch(iz) = cosz.
— Minden x € C esetén
cos?z+sin®z =1 ch’z—sh?z=1.
- Ha z € R, akkor |e1*| = 1.
Bizonyitds. Az 4.22 Euler-tétel alapjan minden x € C szdmra
el =coszr+isine és e ¥ =cosx —isinz,
ahol felhasznaltuk, hogy cos(x) = cos(—x) és sin(x) = — sin(—=x). Ebbdl adddik a sin és cos fliggvényre

vonatkozd egyenlOség.

Az sh és a ch fiiggvényekre vonatkozo egyenléség a fliggvények sorfejtésének kozvetlen kovetkezménye.
Az addiciés formulék, illetve a tObbi azonossag egyszeril szamolassal igazolhaté a sin, cos, sh és ch
fliggvény exponencialis alakjabol.
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5 Valos fiiggvények elemi vizsgalata

5.1. Filiggvények tulajdonsagai

A figgvények f6bb tulajdonsagait definidljuk el6szor.
5.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: R — R fliggvény
pdros, ha minden z € Dom f elemre —z € Dom f, és f(z) = f(—x);
pdratlan, ha minden x € Dom f elemre —x € Dom f, és f(x) = —f(—x);
monoton novd, ha minden z,y € Dom f elemre z < y esetén f(x) <
monoton fogyd, ha minden z,y € Dom f elemre x < y esetén f(x) > f(y);
monoton, ha monoton névé, vagy monoton fogyo;
szigordan monoton novd, ha minden z,y € Dom f elemre z < y esetén f(z) < f(y);
szigordan monoton fogyd, ha minden z,y € Dom f elemre x < y esetén f(z) > f(y);
szigoruan monoton, ha szigorian monoton névé, vagy szigorian monoton fogyo;
konvex az I C Dom f intervallumon, ha minden x,y € I elemre minden a € [0, 1] esetén

flaz + (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y)

teljesiil;
konkdv az I C Dom f intervallumon, ha minden z,y € I elemre minden a € [0, 1] esetén

flaz + (1 —a)y) = af(z) + (1 —a)f(y)

teljesiil;

periodikus, ha f nem konstans fiiggvény, és ha létezik p € R*, hogy minden z € Dom f esetén
x+p€Dom f és f(x) = f(x + p), amennyiben a legkisebb ilyen tulajdonsigi p szdm nagyobb
mint nulla, azt az f figguény periddusdnak nevezzik;

zérushelye vagy gyoke x € Dom f, ha f(x) = 0.

5.1. Tétel. (Jensen-egyenlétlenség.) Legyen I C R intervallum és f : I — R.
- Az f fliggvény pontosan akkor konvexr az I intervallumon, ha minden n € NT mellett, minden

(@i)1<i<n € I"™ és minden (a;)1<i<n € [0,1]" esetén, ha Zai =1, akkor

=1

n n
f (Z aizi> < Zaif(fci)-
i=1 i=1
- Az f fliggvény pontosan akkor konkdv az I intervallumon, ha minden n € NT mellett, minden

n
(Ti)1<i<n € I" és minden (a;)1<i<n € [0,1]" esetén, ha Zai =1, akkor
i=1

f (Z ai$i> > Zaif(xi)-

Bizonyitds. Legyen I C R intervallum és f: I — R. Elég a konvex esetre bizonyitani az allitast,

hiszen az f — —f transzforméciéval egymdsba alakithaték az allitasok. Ha minden n € Nt mellett,
n

minden (x;)1<i<n € I"™ és minden olyan (a;)1<i<n [0,1]" esetén, melyre Zai =1 az
i=1

f (Z aﬂi) < Z a; f(x;).
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egyenl6tlenség teljesiil, akkor nyilvan n = 2 is igaz a kovetkeztetés, ami éppen a konvexitds definicidjat
jelenti.
Tegyiik fel, hogy az f fliggvény konvex, és az A halmaz alljon azokbdl az n természetes szamokbdl,

n
melyre igaz, hogy minden (z;)1<i<, € I" és minden olyan (a;)1<i<n € [0,1]" esetén, ha Zai =1,
i=1

akkor . .
/ <Z ai$i> < Zaif(zi)-
i=1 i=1

Nyilvdn 1 € A, az f fiiggvény konvexitdsa miatt 2 € A, és célunk annak igazoldsa, hogy A = NT.

Ezt ugy érjik el, hogy megmutatjuk ha n € A, akkor n +1 € A. Legyen n € A, (z;)1<i<nt1 € I" és
n+1

legyen (a;)1<i<n+1 € [0,1]" olyan, melyre Z a; = 1. Ha a,41 = 1, akkor nyilvan teljesiil az
i=1

f (i%%’) < ” a; f (%;).
i=1 —

egyenl6tlenség, ezért feltehetd, hogy a,41 # 1. Ebben az esetben azonban a

ai An,

€lo,1
1*an+1 1—an+1 [ ]

szamok Osszege 1, valamint
n
a:
E %zz el
—a
i=1 ntl

Ezért felhaszndlva az f fiiggvény konvexitdsat, és az n € A feltételezést

n+1 n
Qg
f ( E aﬂ'i) =f <(1 — an+1) g 177(1“%' + an+1$n+1> <
i=1 i=1 n

<A =ans1)f <Z L:ﬁ) +ant1f(zn1) <

I 1-ann
n @ n+1
< (1= ant1) Z 177(;“]0(%') + ant1 f(@ns1) = Z a; f(x:)
i=1 n i=1

adddik, vagyisn + 1 € A.

5.2. Filiggvény hatarértéke

5.2. Definicié. Legyen az f : R — R fiiggvény Dom f értelmezési tartomanyanak a torlédasi pontja.
Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatarértéke az a pontban A € R, ha

Ve € R¥36 € R (f(Bs(a) \ {a}) C B-(4)).

A fenti definicié szerint az f : R — R fiiggvénynek a Dom f halmaz a € R torlédasi torlodasi
pontjaban A € R a hatarértéke pontosan akkor, ha

Ve e RTI§ e RTVz € Dom f: (0<|zr—a|<d§ — |f(z)— Al <e)

teljesiil.
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5.3. Definicié. Legyen f: R — R és legyen a torlédési pontja a Dom f halmaznak.
— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatdrértéke az a pontban végtelen, ha

Ve € R*35 € R*(f(Bs(a) \ {a}) C [¢, o0]).

— Azt mondjuk, hogy az f figgvény hatdarértéke az a pontban minusz végtelen, ha — f hatarértéke
az a pontban végtelen.

5.4. Definicié. Az A C R halmaznak a végtelen torléddsi pontja, ha
Ve e RY3z € A (e < z).

Az A C R halmaznak a minusz végtelen torloddsi pontja, ha a —A halmaznak torlédasi pontja a
végtelen.

5.5. Definicié. Legyen f : R — R és legyen a Dom f halmaznak a végtelen torlédasi pontja. Az f
fiigguény hatdrértéke a végtelenben,
- A€eR, ha
Ve € RT35 € RY(f([0,00[) C B.(4)).

— wvégtelen, ha
Ve € RT36 € RY(f([0,00]) C [, 00]).

— minusz végtelen, ha — f hatarértéke a végtelenben végtelen.

A minusz végtelenben vett hatdrértéket, mint az x — f(—z) fliggvény végtelenben vett hatérértékét
definialjuk.

5.2. Tétel. (A hatdrérték egyértelmiisége.)
— Legyen f: R - R, a € R a Dom f halmaz torléoddsi pontja, és A, B € R legyen az f fligguény
hatdrértéke az a pontban. Ekkor A = B.
— Legyen f : R > R, a € RU{oo, —00} a Dom f halmaz torléddsi pontja, és A, B € RU{o0, —o0}
legyen az f fliggvény hatdrértéke az a helyen. Ekkor A = B.

Bizonyitds. Legyen f: R — R, a € R a Dom f halmaz torlddasi pontja, és A, B € R legyen az f
fiiggvény hatarértéke az a pontban. Tegyiik fel, hogy A # B. Ekkor létezik olyan 64,05 € R, hogy
minden x € Dom f esetén

|A— B
2

|A - B
2

O0<|z—al<da — |f(x)—A] <
O<|z—al<dp — |f(x)—B|<

teljesiil. Ami azt jelenti, hogy ha 6 = min {d4, 05}, akkor minden z € (Dom f) N (Bs(a)\ {a}) szdmra
az

A= B|=[A—f(z) + f(z) - B[ < |[A— f(z)] +|f(z) - B| <|A - B

ellentmondés teljesiil, tehat A = B.

Legyen f : R — R, a = oo a Dom f halmaz torlédédsi pontja, és A, B € R legyen az f fliggvény
hatérértéke a végtelenben. Tegyiik fel, hogy A # B. Ekkor létezik olyan 64,95 € RT, hogy minden
x € Dom f esetén

A - B

da<z — |f(x)—Al< 5
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|A - Bl
2

op<z — |f(x)—B|<

teljesiil. Ami azt jelenti, hogy ha 6 = max{da,dp}, akkor minden x € (Dom f) N]J, o[ szémra az
|A=B|=[A~ f(z) + f(z) - B| < |[A~ f(z)| + |f(z) - B| < |A - B

ellentmondés teljesiil, tehat A = B.
Ha a = —o0, akkor a fentihez hasonlé gondolatmenettel igazolhatd, hogy A = B.
A t6bbi esetben is hasonlé médon igazolhaté a hatarérték egyértelmiisége.

5.6. Definicié. (A lim mduvelet.)
— Legyen f : C — C, éslegyen a € C a Dom f halmaz torl6dési pontja. Az f fiiggvény hatarértékét
az a pontban lim f(z) vagy lim f jeloli.
r—a a

— Legyen f: R - R, éslegyen a € RU{oc0, —oco} a Dom f halmaz torléddsi pontja. Az f figgvény
hatdrértékét az a pontban lim f(z) vagy lim f jeloli.
r—a a

5.3. Tétel. Legyen f,g : R — R és legyen a € R a Dom f N Dom g halmaz torldddsi pontja. Ha
létezik r € RT, melyre g(By(a) \ {a}) korldtos és lim f = 0, akkor lim fg = 0.

Bizonyitds. Legyen f,g: R — R éslegyen a € R a Dom fNDom g halmaz torlédasi pontja. Tegyiik
fel, hogy 1étezik olyan r € RT, melyre g(B,(a)\ {a}) korldtos és lim f = 0. Legyen € € RT tetsz6leges

paraméter, és legyen K € RT olyan, hogy minden x € Dom gN (B, (a) \ {a}) esetén |g(x)| < K. Mivel
lim f = 0, ezért létezik olyan d; € RT, hogy minden z € Dom f N (Bs, (a) \ {a}) esetén |f(z)| < %
Ha § = min {r, §; }, akkor minden = € (Dom g N Dom f) N (B, (a) \ {a}) elemre

F@)g(@)] < = K ==
Vagyis lim(fg) = 0.
5.4. Tétel. Legyen f,g: R — R, A € R és a € R torldddsi pontja a Dom f N Dom g halmaznak. (Az
a paraméter £oo is lehet.) Tegyiik fel, hogy létezik lim f és lim g, valamint lim f,lim g ¢ {oco, —0co}.

Akkor az a pont
1. torléddsi pontja a Dom(f + g) halmaznak, Um(f 4 g) létezik, és

lim(f + g) = lim f + lim g;
2. torlddasi pontja a Dom(fg) halmaznak, lign(fg) létezik, és
lim(fg) = (H;n f) (H;ng) ;
3. torldddsi pontja a Dom(Af) halmaznak, lign()\f) létezik, és
lim(Af) = Aim /)
4. torldddsi pontja a Dom(|f|) halmaznak, li(llrn|f| létezik, és

)

lim || =

lim f
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5. torléddsi pontja a Dom(f) halmaznak, lim f létezik, és

lim f = lim f.

1 1
6. Ha az a pont torlodast pontja a Dom (?) halmaznak, és lim f # 0, akkor lim ? létezik, és
. 1 1
im— =
a f  limf

Bizonyitds. Legyen f,g: R — R, A € Résa € R torlédasi pontja a K = Dom fNDom g halmaznak,
legyen F' = lim f € R és G = lim g, valamint legyen € € RT tetszdleges paraméter.
a a

1. Az g szamhoz 1étezik olyan d,d4, hogy

VeeK: 0<|t—al <6 = |f(x)—F|<%
VieK: 0<|zr—a|]<dy = |g($)—G|<§.

Ekkor a § = min {dy,d4} szdmra
VeeK: 0<|z—a|<d = |(f+9)(@)— (F+G)| <|f(z)—F|+|gz)— G| <e

teljesiil, vagyis im(f +¢g) = F + G.
2. Legyen k € R™ tetsz6leges szdm. Ekkor létezik olyan ; € R, hogy

Vee K: 0<|z—a| <& = |f(x)—F| <k,
vagyis minden 0 < |z — a| < 01 szdmra
[f(@)] < |F|+ k-
Minden &’ € RT szdmhoz létezik olyan d¢, 8, hogy

VieK: 0<|z—a|<df = |f(z)-F|<¢
VieK: 0<|z—a|<d, = |g(x)—G| <<

Ekkor a § = min {d¢, 84,61} szdmra 0 < |z — a| < § esetén

(fo)(@) — (FG)| = |f(x)g(x) — f(2)G + f(z)G — FG| < |f(x)] - |g(x) — G| + |G| - | f(x) — F| <
S(Fl+k) - +|G| - =" (|[F| +]G| + k) <¢,

teljesiil, ha 0 < ¢’ < . Vagyis az ¢, F', GG és k szdmokhoz vélasztunk olyan ¢’ paramétert,

€
|F|+ |G|+ k
melyre teljesiil a fenti egyenlStlenség, majd ahhoz valasztunk d¢, §, mennyiségeket, és ezekbdl kapjuk
meg a € szamhoz tartozé § mennyiséget.

3. Ha X\ = 0, akkor nyilvan igaz az &allitas. Tegyiik fel, hogy A # 0. Az ﬁ € R szdmhoz létezik
olyan § € R™, hogy minden z € K szdmra, ha 0 < |z — a| < 6, akkor |f(z) — F| < £

. Vagyis ha
A

0 < |z —a| < 0, akkor
5

IAf(2) = AF| = A - [f(z) = F| < |A[ - o

g,
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vagyis im(Af) = AF.
4,5. Az e € RT szdmhoz létezik olyan 6 € R, hogy

VeeK: 0<|z—a|<d = |f(zx)—F|<e
Ekkor a § szdmra igaz, hogy minden 0 < |2 — a| < § esetén

1£@)| =PIl < |f(2) = F| <&
7@~ F| = [f@) —F| = 1f@) - FI < |f(2) - F| < ¢

teljesiil, vagyis lim |f| = |F| és lim f = F.

|F|

6. Legyen §; € R™ olyan szdm, hogy minden 0 < |z — a| < §; esetén |f(z) — F| < 5 Ekkor minden

17|

0 < |z —al| < &y szédmra |f(z)| > 5 - Legyen 65 € R olyan, hogy minden 0 < |z — a|] < d§; esetén

F 1
|f(z) —F| < elF[’ | . Ekkor a § = min {41, d7} olyan szdm, hogy minden z € Dom? ésO0<|zx—al<d
esetén )
RISV S L
f@) F{f@l-1F - ELp T EP 2

5.5. Tétel. Ha az f,g: R — R fiiggvényre Dom f = Dom g és minden x € Dom f esetén f(x) < g(z)
teljesiil, valamint az a € R pont torldddsi pontja a Dom f halmaznak és létezik a lim f,1im g hatdrérték,
a a

akkor lim f < lim g.

Bizonyitds. Legyen f,g : R — R olyan fiiggvény, melyre Dom f = Dom g és vezessilk be a H =

Dom f jelolést. Tegyiik fel, hogy az a € R pont torlédési pontja a H halmaznak, minden x € H

esetén f(x) < g(z), valamint 1étezik a lim f,lim g hatdrérték. Legyen F' = lim f, G = limg, és
a a a a

F_
tegyiik fel, hogy G < F. Az ¢ = 5 ¢ szamhoz 1étezik olyan 6 € RT, hogy minden z € H
esetén, ha 0 < |x —a| < 6, akkor |f(z) — F| < € és |g(x) — G| < e. Vagyis x € H N (Bs(a) \ {a})

esetén az F' — ¢ < f(x) egyenlStlenség miatt < f(x), és a g(x) < G + ¢ egyenl8tlenség miatt

F+G
g(r) <

5.6. Tétel. (Renddr-elv fiigguények hatdrértékére.) Ha az f,g,h : R — R figgvényre Dom f =
Dom g = Domh és minden x € Dom f esetén f(x) < g(x) < h(z) teljesil, valamint az a € R pont
torloddsi pontja a Dom f halmaznak és valamely A € R esetén lim f = lim h = A teljestil, akkor létezik

teljesiil. Ez viszont ellentmond annak, hogy f(z) < g(z).

a lim g hatdrérték és limg = A.
a a

Bizonyitds. Legyen f,g,h : R — R olyan fiiggvény, melyre Dom f = Dom g = Dom h teljesiil és
vezessitkk be a H = Dom f jelolést. Tegytik fel, hogy az a € R pont torlédasi pontja a H halmaznak,
minden z € H esetén f(x) < g(x) < h(z) teljesiil, valamint A € R olyan szadm, melyre hmf = hmh =

A. Bevezetve az o = g — f és a B = h — [ fiiggvényeket, minden = € H esetén 0 S a(x) < B(x)
teljesiil. A lim 8 = 0 hatérérték miatt minden ¢ € RT szdmhoz létezik olyan 6 € RT, hogy minden

x € HN(Bs(a)\ {a}) esetén —e < B(z) < e. A0 < a(z) < B(z) egyenlétlenség alapjan ekkor
|a(z)| < e is teljestl, vagyis lima = 0. Ekkor a ¢ = a + f fiiggvénynek is 1étezik hatdrértéke az a

pontban és limg = lim« + lim f = A.
a a a
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5.7. Tétel. (Atviteli elv hatdrértékre.) Legyen f : R — R és z € R a Dom(f) halmaz torléddsi
pontja. A lim f hatdrérték pontosan akkor létezik, ha lim f o a létezik minden a : N — Dom(f) \ {z},

z ponthoz konvergdlo sorozat esetén.

Bizonyitds. Legyen f : R — R és z € R a Dom(f) halmaz torlédési pontja. Tegyiik fel, hogy létezik
alim f = F € R hatdrérték, éslegyen a : N — Dom(f)\{z} a z ponthoz konvergdlo tetsz8leges sorozat.
z

Ha £ € RT, akkor az f fiiggvény hatdrértéke miatt 1étezik olyan § € RT, hogy
VeeDomf: 0<|z—2z]<d = |f(zx)— F|<e.
Ehhez a § szdamhoz az a sorozat konvergencidja miatt 1étezik olyan N € N, hogy minden n > N
szdmra |a, — z| < J. Ekkor minden n > N szdmra |f(a,) — F| < €, vagyis lim f(a,) = F.
n—oo
Most tegyiik fel, hogy lim f oa létezik minden a : N — Dom( f)\ {z}, z ponthoz konvergdlé tetszoleges

sorozat esetén. Legyen b,c: N — Dom(f) \ {z}, z ponthoz konvergdlé sorozat, valamint

bz ha n péros;
2

»n—1 ha n paratlan.
2

a: N — Dom(f)\ {z} n»—){c

Ekkor fob és focis részsorozata a konvergens f o a sorozatnak, tehat a hatdarértékiik is megegyezik.

Vagyis létezik olyan A € R szém, hogy minden a : N — Dom(f) \ {z}, z ponthoz konvergdl$ sorozat

esetén lim foa = A. Megmutatjuk, hogy ekkor lim f = A. Tegyiik fel ugyanis, hogy lim f # A. Ekkor
z z

Je e RTVS € RT3z € Bs(2) \ {2} : f(z) & B(A).

Rogzitsiink egy ilyen € € RT szdmot. Mivel minden n € N esetén

{eeDomf\ {2}z € By (2)\{}, If(@) — Al =2} #0,

ezért

[1{z ePoms\{=} 2 € By )\ (e}, 1f(@) — A > <} £0.

neN

Ha a egy tetszdleges eleme a fenti halmaznak, akkor @ : N — Dom f\ {z} sorozat, melynek hatérértéke

z. Ekkor lim f o a = A nem teljesiil, ugyanis az 3 szamhoz nem létezik olyan N € N kiiszobindex,

5
hogy minden n > N szamra |f(a,) — 4] < 3 teljesill, ugyanis az a sorozat konstrukcidja miatt

minden n € N szdmra |f(a,) — A] > e. Tehédt azt az ellentmondést kaptuk, hogy nem minden
a: N — Dom(f)\ {z}, z ponthoz konvergdld sorozat esetén teljesiil, hogy lim f o a = A.

5.3. Féloldali hatarérték

5.7. Definicié. Legyen f: R — R fiiggvény és a € R.
— Ha a torlédési pontja az ]Ja, co[ N Dom f halmaznak, és az f|), o[ filggvénynek 1étezik

h(Iln f|]a,oo[ =A

hatarértéke az a pontban, akkor azt mondjuk, hogy az f fiigguény jobb oldali hatdrértéke az a
pontban A, és az A hatdrértéket a hIJIrl f vagy a 11113r o f(z) szimb6lummal jeloljiik.
a r—a
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— Ha a torlédasi pontja a |—o0o, a[ N Dom f halmaznak, és az f|_. 4 fiiggvénynek létezik
Hmf']foo,a[ =A

hatarértéke az a pontban, akkor azt mondjuk, hogy az f figguény bal oldali hatdrértéke az a
pontban A, és az A hatérértéket a lim f vagy a lim o f(z) szimb6lummal jeloljiik.
a— r—a—

Legyen f: R - R és a, A € R. A fenti definicié szerint az f fliggvénynek a jobb oldali hatarértéke
az a pontban A, pontosan akkor, ha a torléddsi pontja a Dom f N]a, co[ halmaznak és

Vee RTISeRTVz € Dom f: (a<z<a+d — |f(x)— A <e¢)

teljesiil. Hasonlban, az f fiiggvénynek a bal oldali hatérértéke az a pontban A, pontosan akkor, ha a
torlédési pontja a Dom f N ]—o0, a[ halmaznak és

Ve e RTISeRTVz € Domf: (a—d<z<a — |f(x)— A <e)
teljesiil.

5.8. Tétel. Legyen f : R — R és legyen a € Int Dom f. Pontosan akkor létezik az f figgvénynek
hatdrértéke az a pontban, ha ott létezik jobb, illetve bal oldali hatdrértéke, és lirilf =lim f teljesil.
a a—

Bizonyitds. Legyen f : R — R, a € IntDom f és tegyiik fel, hogy az a pontban létezik az f
fiiggvénynek hatarértéke. Ekkor minden ¢ € RT szdmhoz létezik olyan § € RT, melyre minden
x €la—9d,a+ 8]\ {a} esetén

‘f(x) - limf‘ <e
teljesiil. Ekkor minden = € Ja — d, a[ esetén

[ F(@) ~lim 1] <,

vagyis létezik lim f és lim f = lim f. Hasonldéan igazolhatd, hogy létezik HIJPf és 1iIJ1rr1f = lim f.
Legyen f : R — R, a € Int Dom f és tegyiik fel, hogy az f fiiggvénynek az a pontban létezik jobb,
illetve bal oldali hatarértéke, és lirﬁr_l f = lim f teljesiil. Ekkor minden ¢ € R* szdmhoz létezik olyan

51 € R, melyre minden z € ]Ja — 01, a[ esetén
’f(x)—limf <e
teljesiil, és 1étezik olyan 63 € RT, melyre minden z € ]a,a + da[ esetén
‘f(:c) — limf‘ <e.
a+
Legyen 6 = min {d1,d2}. Ekkor A = lim f = hIJIrlf olyan szdm, hogy minden = € Ja — §,a + d[ \ {a}

esetén

|f($) - Al <g,
vagyis létezik lim f hatdrérték és lim f = A.
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5.4. Figgvény folytonossaga

5.8. Definicié. Legyen f: R — R és a € Dom f.
— Az f fligguény folytonos az a pontban, ha

Ve € R*36 € RY (f(Bs(a) C B.(f(a))).

— Az f fligguény folytonos, ha minden a € Dom f pontban folytonos.
Legyen A C R. Az A halmazon értelmezett folytonos fliggvények halmazara a

C(A,R) 2 {f: A—R| f folytonos}
jelolést hasznaljuk.

5.9. Tétel. Legyen f,g: R — R, a € Dom f N Domg, ¢ € R. Ha az f és g fligguény folytonos az a
pontban, akkor az

f+g fo.cf\fl. f

1
fligguények is folytonosak az a pontban, valamint ha f(a) # 0, akkor az ? figgvény is folytonos az a

pontban.

Bizonyitds. Legyen f,g : R - R, a € K = Dom f N Domg, ¢ € R, tovdbb4 legyen ¢ € Rt
tetsz6leges paraméter.

1. A g szamhoz 1étezik olyan dy, d,4, hogy

Vee K: |z —a|l<d; = |f(x)— fla)] <

Vee K: |z —a|<d; = |g(z)—gla)] <

TR

Ekkor a § = min {dy,d,} szdmra

VeeR: [z—al <d = |(f +9)(x) = (f+9)(a) < [f(x) = fla)| +[g(z) —g(a)| <€

teljesiil, vagyis az (f + g) fiiggvény folytonos az a pontban.
2. Legyen k € RT tetsz6leges szam. Ekkor létezik olyan 6; € R, hogy

VeeK: |[z—a|l<d = |f(z)— fla)] <k,

vagyis minden |z — a| < §; szdmra
[f(@)| < |f(a)| + k.
Minden &’ € RT szdmhoz létezik olyan d¢, 8, hogy
VeeK: |zx—a|l|<d; = |f(zx)— fla)] <&

/

Vee K: |z —a|l<d, = |g(z)—gla)| <€
Ekkor a § = min {dy, d4, 61} szdmra |x — a| < § esetén

[(F9)(x) = (f9)(a)l = [f(x)g(x) = f(z)g(a) + f(x)g9(a) — fla)g(a)] <
<[f@)] - lg(@) —gla)l + lg(a)] - [f(z) — fla)] <
< (f@]+k)-& +lg(a)l- " =€"- (If(a)l + |g(a)| + k) <e,
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€
|f(a)l + lg(a)| + &
¢’ paramétert, melyre teljesiil a fenti egyenlétlenség, majd ahhoz vélasztunk ds, 6, mennyiségeket, és
ezekbdl kapjuk meg a £ szdmhoz tartozé § mennyiséget.

teljesiil, ha 0 < ¢’ <

. Vagyis az ¢, f(a), g(a) és k szdmokhoz véalasztunk olyan

3. Ha A = 0, akkor nyilvan igaz az allitds. Tegytik fel, hogy A # 0. A ﬁ € R" szdmhoz létezik olyan
5 € RT, hogy minden x € K szdmra, ha |z — a| < §, akkor | f(z) — f(a)| < ﬁ Vagyis ha |z — a| < 4,
akkor

£

IAf(2) = Af(a)] = Al - |f(2) = fla)] < |A]- i

&

Vagyis a \f fliiggvény folytonos az a pontban.
4,5. Az £ € RT szdmhoz létezik olyan § € R, hogy

Vee K: |[z—a|l<d = |f(z)— fla) <e
Ekkor a ¢ szdmra igaz, hogy minden |z — a| < § esetén
1F@)] ~ @)l < 1f(x) ~ f(a)] <=
7@ - T(@] = [T@) = F@)| = 1/ @) ~ f@)] < |f(@) - f(a)] < ¢

teljesiil, vagyis az | f| és a f fiiggvény folytonos az a pontban.

6. Legyen §; € RT olyan szdm, hogy minden |z —a| < §; esetén |f(z) — f(a)| < @. Ekkor

minden |z —a| < 01 szémra |f(x)| > @. Legyen 6y € R* olyan, hogy minden |z —a| < 45
elf (@) L

esetén |f(x) — f(a)] < — Ekkor a § = min {d1,d} olyan szdm, hogy minden z € Dom? és

|z — a|] < ¢ esetén

‘ 1L 1| @ f@l _[f@)-f@l 2  elf@f
f@)y  fla)]  [f@]- 1l ~ Ll r@))  fa)f 2

5.10. Tétel. Legyen A CR. Ekkor minden f,g € C(A,R) elemre és minden c € R szdmra
f+g.fg.cf1fl. ] € C(AR).

Bizonyitds. Az el6z6 éllitas kell minden egyes a € A pontra alkalmazni.

5.11. Tétel. Folytonos fiigguények kompozicidja folytonos fiigguény.

Bizonyitds. Legyen f,g : R — R folytonos fliggvény, és a € Dom f olyan pont, melyre f(a) €
Dom g teljesiil. Megmutatjuk, hogy a g o f fliggvény folytonos az a pontban.

Legyen € € R™ tetszbleges paraméter. Mivel a g fiiggvény folytonos az f(a) pontban, ezért létezik
olyan 6, € RT paraméter, hogy

Vy € Domg |y — f(a)| < dg = |9(y) —g9(f(a))] <e.

Mivel az f fliggvény folytonos az a pontban, ezért a §, szdmhoz létezik olyan § € Rt paraméter, hogy
VeeDomf |z —al<d = |f(z)— fa)|] <.
Egymés utdn {rva a fenti két egyenl8tlenséget azt kapjuk, hogy minden z € Dom(g o f) esetén

|z —al <6 = [(go f)(x) = (g0 f)a)l = lg(f(x)) —g(f(a))] <e.
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5.12. Tétel. Legyen f : R — R és a € Dom f a Dom(f) halmaz torldddsi pontja. Az f figgvény
pontosan akkor folytonos az a pontban, ha lim f létezik, és lim f = f(a).

Bizonyitds. Legyen f:R — R és a € Dom f a Dom(f) halmaz torlédési pontja.
Egymés ald frva a lim f = f(a) és az f fliggvény a pontbeli folytonossdgdnak a jelentését
a

Ve € RT35 € R*Va € Dom f : O<lz—al<d —= |f(x)—fla)<e
Ve e RY3§ € RTVz € Dom f : |t —al<d — |f(z)—fla)l<e

rogton adodik, hogy az a € Dom f esetben a két formula ekvivalens.

5.13. Tétel. (Figgvénykompozicid hatdrértéke.) Legyen f,g : R — R és a,b,c € R olyan, melyre
lim f = b, h,fng = ¢ és a torldddsi pontja a Dom(g o f) halmaznak. Ha a
a

1. b¢ Domyg;
2. be Domg és g folytonos a b pontban;
feltételek valamelyike teljesil, akkor lim(go f) = c.

Bizonyitds. Legyen f,g : R — R és a,b,c € R olyan, melyre lim f = b, liing = ¢ és a torlodéasi
a

pontja a Dom(g o f) halmaznak. Legyen ¢ € RT tetsz6leges.
Elészor tegytik fel, hogy b ¢ Domg. A liin g = c miatt létezik olyan 6’ € R, melyre
9 (Bs (b) \ {b}) < B:(c).

A lim f = b miatt 1étezik olyan 6 € RT, melyre

f(Bs(a) \{a}) € By (b).
Ekkor az el8z8 egyenletek és g (Bs/(b) \ {b}) = g (Bs/ (b)) miatt

(g0 f)(Bs(a) \ {a}) € g(Bs (b)) = g(Bs (b) \ {b}) € B:(¢)

teljesiil, vagyis lim(g o f) = ¢.
Most tegyiik fel, hogy b € Dom g és g folytonos a b pontban. A g fiiggvény folytonossdga miatt 1étezik
olyan §' € R™, melyre

9(By (b)) € Be(c).

A lim f = b miatt 1étezik olyan 6 € RT, melyre

[ (Bs(a)\{a}) € Bs (b).
Ekkor az el6z6 egyenletek alapjan
(90 f) (Bs(a) \{a}) € g(By (b)) € Be(c)
teljesiil, vagyis lim(g o f) = c.
5.14. Tétel. (Atm’teli elv folytonossdgra.) Legyen f : R — R és z € Dom(f). Az f fugguény pontosan

akkor folytonos a z pontban, ha minden a : N — Dom(f), z ponthoz konvergdld sorozatra létezik a
lim f o a hatdrérték és lim f o a = f(2).
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Bizonyitds. Legyen f : R — R, z € Dom(f), tegyiik fel, hogy az f fiiggvény folytonos az z pontban,
és legyen a : N — Dom(f), z ponthoz konvergalé sorozat. Ha ¢ € R, akkor az f fliggvény z pontbeli
folytonossidga miatt 1étezik olyan § € R*, hogy

VeeDomf: |[z—z|<d = |f(x)— f(2)| <e.
Ehhez a ¢ szamhoz az a sorozat konvergenciaja miatt létezik olyan N € N, hogy minden n > N

szdmra |a, — z| < §. Ekkor minden n > N szdmra |f(a,) — f(2)| < g, vagyis lim f(a,) = f(2).
n—oo
Visszafelé gy bizonyitjuk az implikaciét hogy feltessziik, hogy f nem folytonos a z pontban. Ekkor

Je € RTV6 € RT3 € Bs(2) : f(x) ¢ Be(f(2)).

Rogzitsiink egy ilyen € € RT szdmot. Mivel minden n € N esetén

{zeDomflee By (). 1/@) - 1) =} 0.

ezért

[T {zepomsizeB o (). 1/) = f2)| 2 <} #0.

neN
Ha a egy tetszéleges eleme a fenti halmaznak, akkor a : N — Dom f sorozat, melynek hatarértéke z.
Ekkor lim f o a = f(z) nem teljesiil, ugyanis az g szamhoz nem létezik olyan N € N kiiszobindex,

£ . . <z .
hogy minden n > N szamra |f(a,) — f(2)] < 5 teljesiil, ugyanis az a sorozat konstrukcidja miatt

minden n € N szdmra |f(a,) — f(2)| > €. Tehét azt az ellentmonddst kaptuk, hogy nem minden
a : N — Dom(f), z ponthoz konvergéld sorozat esetén teljesiil, hogy lim f o a = f(2).

5.15. Tétel. (A folytonossdg topologikus jellemzése.) Legyen f : R — R. FEkkor az aldbbiak ekviva-
lensek.

1. Az [ fliggvény folytonos.

-1
2. Minden A C R nydt halmazhoz létezik olyan U C R nyilt halmaz, melyre f (A) = U NDom f
teljesul.

-1

3. Minden A C R zdrt halmazhoz létezik olyan Z C R zdrt halmaz, melyre f (A) = Z N Dom f

teljesul.
Bizonyitds. Legyen f:R — R és K = Dom f.
-1
1= 2 Legyen f : K — R folytonos fiiggvény és A C R nyilt halmaz. Ekkor minden z € f (A) esetén
létezik olyan e(z) € RT, melyre B.(,)(f(z)) C A. Ekkor az f fiiggvény z pontbeli folytonossdga miatt
-1
létezik olyan d(z) € RT, melyre f(K N Bs(z)) C Berx)(f(2)). Ezekbdl K N By(,)(2) C f (A) adédik.
-1
Tehdt az U = | ] Bs)(2) nyilt halmazra K N U = f (A) teljesiil.
e f ()
2 = 1 Legyen f : K — R olyan fliggvény, hogy minden A C R nyilt halmaz esetén létezik olyan U C R
-1

nyilt halmaz, melyre f (A) = U N K teljesiil. Legyen z € K és ¢ € RT tetszbleges. Ekkor B.(f(z))

nyilt halmaz, ezért létezik olyan U C R nyilt halmaz, melyre fl(BE(f(z))) =UNK teljesill. AzeU
miatt 1étezik olyan § € R™, hogy Bs(z) C U. Ez azt jelenti, hogy minden z € K pontra z € Bs(2)
esetén f(xz) € B.(f(2)) teljesiil, ebbél pedig kovetkezik az f fliggvény z pontbeli folytonossiga, abbdl
pedig folytonossaga.
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2 = 3 Legyen A C R zdrt halmaz. Ekkor R \ A nyilt halmaz, {gy létezik olyan U C R nyilt halmaz,
-1
hogy f(R\ A)=UnK. Ezért

-1

f(A)=Kﬂ(R\f1(R\A)) =KNER\(UNK))=Kn(R\U)U(R\K))=KnN(R\U)

-1
teljesiil, ahol felhaszndltuk, hogy minden A’ C R halmazra f (A’) C K. Vagyis a Z = R\ U halmaz

-1
zart és f(A)=ZNK.
3 = 2 Legyen A C R nyilt halmaz. Ekkor R\ A zart halmaz, igy 1étezik olyan Z C R zért halmaz,

-1
hogy f(R\A)=2ZnK. Ezért

—1

f(A)ZKﬂ(R\_fl(R\A)) =KNR\(ZNK))=KnN(R\2)U([R\K))=Kn(R\Z)

-1
teljesiil, ahol ugyancsak felhasznaltuk, hogy minden A’ C R halmazra f (4’) C K. Vagyis az U =
-1
R\ Z halmaz nyilt és f(A) =UNK.

5.16. Tétel. (A folytonossdg topologikus jellemzése.) Legyen f : R — R. FEkkor az aldbbiak ekviva-
lensek.
1. Az f fliggvény folytonos.

-1
2. Minden A C R nyilt halmazra f (A) nyilt.
-1
3. Minden A C R zdrt halmazra f (A) zdrt.

Bizonyitds. Az el6z6 allitas kozvetlen kdvetkezménye.

5.9. Definicié. Legyen f: R - R és a € Dom f.
— Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az a pontban szakaddsa van, ha a fliggvény nem folytonos
az a pontban.
— Azt mondjuk, hogy az f figguénynek az a pontban elséfaji szakaddsa van, ha létezik lérin f, de

lim f # f(a) vagy lim f # f(a).

— Azt mondjuk, hogy az f figgvénynek az a pontban megszintethetd szakaddsa van, ha létezik
lim f, és lim f = lim f # f(a).
at a— a-+

— Azt mondjuk, hogy az f figgvénynek az a pontban mdsodfaji szakaddsa van, f nem folytonos
az a pontban, és nincs elsoéfaju szakadédsa az a pontban.

5.5. Filiggvény folytonossaganak elemi kovetkezményei

5.17. Tétel. Legyen K C R kompakt halmaz és f : K — R folytonos fiiggvény. FEkkor az f(K)
halmaz is kompakt.

Bizonyitds. Legyen K C R kompakt halmaz és f : K — R folytonos fliggvény és tekintsiik az f(K)
halmaz

s cUu

icl
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nyilt fedését. Ekkor a 5.15 folytonossag topologikus jellemzése alapjan, minden ¢ € I esetén létezik

2
olyan V; nyilt halmaz, melyre f (U;) = V; N K teljesiil. Vagyis

-1 -1
KcCf (Um) = ro=Jwink)= (Um—) nKclJw
iel il iel i€l il

a K kompakt halmaz nyilt fedése. A K halmaz kompaktsiga miatt létezik olyan J C I véges halmaz,
melyre

Kcl|Jw

ieJ
teljestil, ezért
fcrvmecyu
icd icJ

az f(K) halmaz véges nyilt fedése.

5.18. Tétel. (Weierstrass tétele.) Legyen K C R kompakt halmaz és f : K — R folytonos fiiggvény.
Ekkor létezik x,y € K melyre f(x) = inf f(K) és f(y) = sup f(K).

Bizonyitds. Legyen K C R kompakt halmaz és f : K — R folytonos fliggvény. Az el6z6 5.17 tétel
alapjan f(K) kompakt halmaz, vagyis a valés szdmokra vonatkozé 2.21 Borel-Lebesgue-tétel miatt
korldtos és zart részhalmaza a valds szdmoknak. Az f(K) halmaz korldtossdga miatt 1étezik infimuma
és szuprémuma, valamint az f(K) halmaz zartsdga miatt inf f(K),sup f(K) € f(K). Ezért 1étezik

olyan z,y € K, melyre f(x) = inf f(K) és f(y) = sup f(K).

5.19. Tétel. Legyen K C R kompakt halmaz és f : K — R folytonos injektiv fliggvény. Ekkor az f—!
figguény folytonos.

Bizonyitds. Legyen K C R kompakt halmaz és f : K — R folytonos injektiv fliggvény. Ekkor a
5.17 tétel alapjdn a K’ = f(K) halmaz is kompakt. A 5.15 tétel felhaszndldsaval 4gy igazoljuk, hogy a
g = f~! fiiggvény folytonos. Megmutatjuk, hogy minden A C R zart halmazhoz létezik olyan Z C R
zért halmaz, melyre T(]l(A) = ZNDom g teljesiil. Az f fiiggvény injektivitdsa miatt qu(A) = f(A). Az
AN K halmaz zért és korldtos, ezért kompakt, valamint az f fliggvény folytonossidga miatt f(ANK)

is kompakt halmaz, vagyis zart. Legyen Z = f(AN K) . Mivel Domg = K’ és Z C K', ezért
1

g (A)=f(A) = f(ANK) = ZnNDomyg.
5.20. Tétel. (Bolzano-tétel.) Legyen a,b € R, a < b, és f : [a,b] — R olyan folytonos figguény,
melyre f(a)f(b) < 0. Ekkor létezik ¢ € ]a,b[, melyre f(c) = 0.

Bizonyitds. Legyen a,b € R, a <b, és f: [a,b] = R olyan folytonos fiiggvény, melyre f(a) < 0 és
f(b) > 0. Legyen
H={z¢€lab]|Vzelaz]: f(z)<0}.

Ekkor H korlatos halmaz, tehat 1étezik szuprémuma, legyen ¢ = sup H.

Megmutatjuk, hogy ¢ ¢ {a,b}. Ha ¢ = a, akkor az f fiiggvény folytonossdga miatt 1étezik olyan
§ € Rt hogy minden = € a,a + §[ esetén f(x) < 0, vagyis ¢ nem a fels§ korldtja a H halmaznak.
Ha ¢ = b, akkor létezik olyan 6 € RT, hogy minden x € b — §,b[ esetén f(z) > 0, vagyis ¢ nem a
legkisebb fels6 korlatja a H halmaznak.

Végiil igazoljuk, hogy f(c) = 0. Ha f(c) < 0, akkor létezik olyan § € R*, hogy minden = €
Je — 8, ¢+ 6] esetén f(x) < 0, vagyis ¢ nem a felsd korldtja a H halmaznak. Ha f(c) > 0, akkor 1étezik
olyan § € RT, hogy minden z € |c — d,c + §[ esetén f(z) > 0, vagyis ¢ nem a legkisebb fels§ korldtja
a H halmaznak. Mivel f(c) > 0 és f(c) < 0 is lehetetlen, ezért f(c) = 0.
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5.21. Tétel. Legyen I C R nyit intervallum és f : I — R folytonos, szigorian monoton fiigguény.
Ekkor Ran f nyilt intervallum és f~1 folytonos fiiggvény.

Bizonyitds. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R folytonos, szigoriian monoton névé
fiiggvény. Szigortian monoton csokkend fiiggvényre teljesen hasonlé a bizonyitas.

El6szor megmutatjuk, hogy Ran f intervallum. Ehhez legyen y;,y2 € Ran f tetszdleges olyan pont,
melyre y; < ya. Legyen x1,22 € I olyan, hogy f(x1) = y1 és f(z2) = y2. Ha ¢ € Jy1, y2[, akkor a

h:lx,xe] > R x> f(x)—c

folytonos fliggvényre h(x1)h(x2) < 0 teljesiil, tehat a Bolzano-tétel alapjdn létezik olyan x € |1, x|,
hogy f(x) = ¢, vagyis ¢ € Ran f. Ezért minden y1,y2 € Ran f, y1 < y2 esetén [y1, y2] C Ran f teljesiil,
amibdl mar kovetkezik, hogy Ran f intervallum.

Most megmutatjuk, hogy Ran f nyilt halmaz. Ehhez legyen y, € Ran f tetsz6leges pont, és legyen
xo € I az a pont, melyre f(xg) = yo. Mivel I nyilt halmaz, ezért 1étezik olyan 6 € RT, hogy Bs(xg) C
I. Legyena=x9— =, b=z + é, y1 = f(a) és ya = f(b). Mivel f szigordan monoton névé, ezért

2 2
y1 < yo < y2. Legyen r = min {y2 — yo,yo — y1}. Ekkor B.(y0) C Jy1,y2[, és az elobbi megallapitas

alapjén Ran f intervallum, ezért B, (yo) C Ran f, vagyis yo bels6 pontja a Ran f halmaznak.

Végiil megmutatjuk, hogy f~! folytonos. Ehhez legyen 3y € Ran f tetszéleges pont, és legyen xg € I

az a pont, melyre f(xg) = yo. Mivel I nyilt halmaz, ezért létezik olyan § € RY, hogy Bs(zo) C I.
)

Legyen a = xg — 2 b=mxzo+ 3 9= f(a), y2 = f(b) és tekintsik az
f|[a,b] : [a,b] - [y15y2] T = f(SC)

fiiggvényt. Mivel ez folytonos bijekcid, ezért a 5.19 tétel alapjan az inverze is folytonos. Mivel

1 . _ -1, _ L
Yo € Int [y1,y2] = Int Dom (f|(ap)  » valamint f 4|y, o) = (fllae)  ezért az f1|(, 4, fliggvény is
folytonos az yo pontban, vagyis az f~! fiiggvény is folytonos az yo pontban.

5.6. Filiggvény egyenletes folytonossaga

5.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : R — R fliggvény egyenletesen folytonos az A halmazon,
ha A C Dom f és

Vee RT¥I§ e RfVa,ye A (lzr—y|<d — [f(z)— f(y)| <e)
teljestil. Az f fliggvény egyenletesen folytonos, ha egyenletesen folytonos a Dom f halmazon.
5.22. Tétel. Minden egyenletesen folytonos fligguény folytonos.

Bizonyitds. Legyen f: R — R egyenletesen folytonos fiiggvény, és x € Dom f. Ekkor az f fliggvény
egyenletes folytonossaga alapjan

Vee RT3 e RfvyeDomf: (lz—y|<é — |f(z)— fy)] <e),

ami az f fiiggvény x pontbeli folytonossagat jelenti. Vagyis az f minden x € Dom f pontban folytonos,
tehat folytonos.

5.23. Tétel. (Heine tétele.) Legyen K C R kompakt halmaz és f : K — R folytonos figgvény.
Ekkor f egyenletesen folytonos.



72 5 VALOS FUGGVENYEK ELEMI VIZSGALATA

Bizonyitds. Legyen K C R kompakt halmaz, f : K — R folytonos fiiggvény és ¢ € RT tetszdleges
rogzitett paraméter. Az f fliggvény folytonossiga alapjan minden z € K ponthoz létezik olyan
5(z) € RT szdm, melyre
[ (Bs)(x)) € Bz (f(x))
teljesiil. Ekkor
C x
K - U B@ (JS),

rzeK
vagyis a K halmaz kompaktsdga miatt 1étezik olyan H C K véges halmaz, melyre

Kc Bs (2).

zeH

)
Legyen § = min{%| T € H} Megmutatjuk, hogy ekkor minden z,y € K pontra |z —y| < §

esetén |f(z) — f(y)| < € teljesiil. Az x € K miatt 1étezik olyan p € H, melyre © € Bsw) (p) teljesiil.
2
A 7haromszog-egyenlétlenség alapjan

1)
=l <ly—al+le—pl <5+ "2 <o),

ezért

|f(x) = fy)l < 1f(x) = fF)|+1f(p) — f(y) <e.

5.7. Hatvanysorok hatarértéke

5.24. Tétel. Legyen a : N — R tetszdleges sorozat, és tekintsik az R, konvergenciasugari P,
hatvdnysort. Ekkor R, > 0 esetén, minden z € Bpg,(0) elemre lim P,(z) = P,(z) teljesiil, vagyis
r—z

a hatvdanysor folytonos a Br,(0) halmazon.

5.8. Elemi fiiggvények folytonossaga
5.25. Tétel. Az exp, sin, cos, tg, ctg, sh, ch, th és cth fliggvény folytonos.

Bizonyitds. Az el6z6 allitds és a 4.14 tétel miatt nyilvanvald.

5.26. Tétel. (Nevezetes hatdrértékek.)

e’ —1 . sinx
=1 im
z—=0 X z—0 T

=1

Bizonyitds. Az exponencidlis és a szinusz fliggvény hatvanysorabdl adddik.

5.27. Tétel. Azexp|r figgvényre Ranexp |[g = RT teljesiil, valamint a a log figgvényre Dom log =
RY teljestil.

Bizonyitds. Csak a Ranexp|g = RT allitast kell igazolni, hiszen a log fiiggvény az exp fliggvény
inverze. Legyen a > 1. Ekkor tekintsiik a folytonos

¢:[0,a] = R z—exp(x)—a
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©  k
fiiggvényt. Mivel p(0) =1—a <0és p(a) —1= % > a ezért a 5.20 Bolzano-tétel miatt 1étezik
k=1 "

olyan zg € [0, a] pont, melyre p(xg) = 0, vagyis exp(zp) = a teljesiil. Tehdt a € Ranexp.
1
Ha 0 < a < 1, akkor 1 < — € Ranexp, tehét létezik olyan xg, melyre exp(xo) = —. Mivel exp(—xzg) =
a a
1

exp(zo)

= a, ezért a € Ranexp.

5.28. Tétel. (A logaritmus fiigguény.) A log: RT — R fiigguény folytonos, szigorian monoton névd
bijektiv fiigguény.

Bizonyitds. A 5.27 tétel alapjdn Domlog = RT, valamint mivel Domexp |[g = R, és (exp |]R<)71 =

log, ezért Ranlog = R. A 4.23 tétel alapjdn az exp |g fliggvény szigortian monoton nové, ezért a log
filggvény is szigortian monoton noévd vagyis injektiv fiiggvény. Ezek alapjan a log : RT™ — R fiiggvény
bijekcid.
Mivel exp |g nyilt intervallumon értelmezett szigorian monoton fiiggvény, ezért a 5.21 tétel alapjan
az inverze is folytonos, vagyis a log fiiggvény folytonos.
5.29. Tétel. (A hatvdnyfiggvény folytonossiga.) Minden o € R esetén az

idgy :RT Rz 2°
fligguény folytonos.
Bizonyitds. Legyen o € R tetszbleges paraméter. Mivel a log : RT — R, az

M,:R—R T Qx

és az exp |g fliggvény folytonos, ezért az exp oM, olog fiiggvény is folytonos, ami pedig éppen az idg+
fiiggvény.

5.30. Tétel. (A 7 szdm bevezetése.)
1. Minden x € ]0, \/5[ esetén sinx > 0.

2. A cos fligguény szigoriian monoton csokkend a ]O, \/5[ intervallumon.

1
3. cosV3 < —3
4. Létezik egyetlen olyan x € }0, \/§[ szam, melyre cosx = 0 teljesuil.

Bizonyitds. 1. Legyen x € ]0, \/3[, ekkor

$3 .’L'5 .’L'7 xQ .’L'll
Sinx:x_ﬁ—i_(ﬁ_ﬁ)—i_(ﬁ_ﬁ)—i_”
2”“(1‘%)*?—?'(1‘%)*%?'(1—10?11>+'“2
2x(1—%)=§>0.

2. A 4.27 tételben szerepld addiciés formuldk alapjan minden x1,x2 € R esetén

(T Fx2) . [x2— X1
COST] — COSTy = 28in 5 sin 7 .
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[ . . . (T1t+2 .
Tehat elég azt megmutatni, hogy az x1,z2 € ]0,\/3[, r1 < xo esetben sm( ! > 2) > 0 és

sin <x2 2:61) > 0. Mivel &2@2, ? € ]0, \/g{, ezért az elsé pont alapjan sin (zl ;z2> >0,

To — T
valamint sin 2 7 1> > 0.

3. A cos fiiggvény definiciéja alapjan

3 32 33 3 35 36
cos V3 1——+——(———)—(___)_...:

2! 4! 6! 8! 10! 12!
1 33 3 35 3 1
- - - 1—-— —— - (1 - — — e ==
8 6! 7-8 10! 11-12 8
adodik.

4. A cos fiiggvény folytonossdga miatt a Bolzano-tétel alapjan adédik, hogy létezik olyan z € ]0, V3 [

szam, melyre cosx = 0, valamint a cos fiiggvény [0, \/3] intervallumon valé szigori monotonitdsabdl
adddik, hogy legfeljebb egy ilyen x szam létezhet ebben az intervallumban.

5.11. Definicié. Legyen x € }0, \/§[ az a szam, melyre cosxz = 0 teljesiil, ekkor a 7 2 2x szamot
Ludolf-féle szdmnak vagy pi-nek nevezzik és a gorog m (pi) betiivel jeloljik.
(Ertéke megkozelitSleg m ~ 3.1415926535897932385.)

3
Megjegyzés. A fenti tételben szerepl6 szdmoldshoz hasonléan igazolhatd, hogy cos 5 > 0, és egysze-

riien ellendrizhetd, hogy v/3 < 1,74. Tehat eddigi eredményeink alapjan 3 < m < 3,48 adédik.
O

5.9. Trigonometrikus fliggvények tulajdonsagai
5.31. Tétel. (Nevezetes szogek.)

T
- A 5 és a w szogfiigguénye.

oS~ =0 sin~ =1 cosm = —1 sinm =0
2 2

— Minden x € C esetén

. ™ . . . .

sm(erE) =cosx sin(x 4+ ) =—sinz  sin(x 4+ 27) =sinz

m .

cos (z + 5) = —sinz cos(z+7) =—cosx cos(z+27) =cosx

— Minden x € C szdmra

T2 _ o8 sh(z + 2mi) = shu, ch(z + 27i) = chz.

szogfiigguényei.
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. ’ ’ ﬂ- 7z R .7 . .. . . ’
Bizonyitds. 1. A cos 5 = 0 a 7 szam definiciéja alapjan teljesiil. Mivel sin® z + cos® z = 1, ezért

sin— € {-1,1}. A 5.30 tétel alapjén sin— > 0, ezért sing = 1. Asinw és a cosm érték a 4.27
tételben szereplo addicids formuldval igazolhatd.
2-3. Az egyenloseg‘ek a 4.27 tetelben szerepl6 addicids formuldkkal igazolhatdk.
4. Legyen a = sin E és b = cos E Az addiciés formuldk alapjan
2T 9 9

2
sin 2k —9%ab és cos— =b —a“,
6 6

valamint 3 3
sin Eﬂ- =3ab®> —d® és cos Eﬂ- = 0> — 3a2b.

T . fy 2 . . .z .
A 5 szinuszat és koszinuszat az 1. pont alapjan beirva az

1=3ab?—a®> és 0=10%—3a%.

egyenletrendszer adédik. Ha a b = 0 teljesiilne, akkor az els6 egyenlet alapjan a < 0 teljesiilne,
azonban % € }0, \/g[, ezért a 5.30 tétel alapjan a > 0. Tehat b # 0. A mésodik egyenlet miatt ekkor

b? = 3a?, amit az els6 egyenletbe frva 1 = 8a® addédik. Innen mér a és b értéke egyszeriien szdmolhaté.

A sing és a cosg értéke szamolhatd a % = % + % osszefiiggésre alkalmazott addiciés formulakbol.

Legyen a = sin% és b= cos g Az addicids formuldk alapjan

2w ™
sin— = 2ab és cos— =b?—a?,
4 4

tehat

1=2ab és 0=0>—a°
T 1
4 2
Kiegészités. A fiiggelékben a nevezetes szogekrél szold 5.31 tétel bizonyitdsdhoz hasonlé gondo-
latmenettel igazoljuk még a

Mivel sin %, cos % > 0, ezért a masodik egyenletbdl a = b adédik, amibdl pedig sin g = cos

T 5-+5 T 1++5
Sl — = = .

5 8 CSE T Ty

m 0
egyenléséget (9.6 tétel) és megadjuk sin 17 és cos 17 értékét is. A kovetkezd tétel megmutatja, hogy
mely a szogek esetén fejezhetd ki sin « és cos .

5.12. Definicié. Fermat-primeknek nevezziik az F,, = 2") +1 (n € N) alaki primszamokat.

Az eddig ismert Fermat-primek: Fy = 3, Fy = 5, [, = 17, F3 = 257 és Fy = 65537. Nem ismert,
hogy létezik-e ezeken kiviil Fermat-prim.

5.32. Tétel. Pontosan azon x € R szamok esetén fejezhetd ki sinx és cosx értéke az dsszeadds, a
szorzds, az 0sztds €s a négyzetgyokvonds miveletek véges kombindcidjaval, ha

mm
k

=0

€r =

alakid, ahol m € Z, n,k € N, F; az i-edik Fermat-prim, és minden i =0, ...,k esetén n; € {0,1}.
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5.33. Tétel. (Euler képlet.) '™ = —1
Bizonyitds. A 5.31 és a 4.22 Euler-tétel kovetkezménye.

5.34. Tétel. (Trigonometrikus figgvények periddusa.)

Minden x € )0, 7| esetén sinz > 0, minden x € |7, 27| esetén sinz < 0.
A sinz = 0 egyenletnek x € [0, 27| esetén x € {0, 7} az dsszes megolddsa.
A sin fliggvény periddusa 2.

m™ T
Mind e}——,—
maen T 29

oo~

P . m 3w )
[ esetén cosx > 0, minden x € 3 esetén cosx < 0.

3
w
3

5. A cosxz =0 egyenletnek © € [0, 27] esetén x € {—, —} az 0sszes megolddsa.

6. A cos fiigguény periddusa 2.

Bizonyitds. 1. A 5.31 tétel alapjdn minden x € ]0, g[ szamra sinz > 0. Ha z € }g,w[, akkor

az el6z8 megéllapitds és a sinx = sin(m — ) azonossag miatt sinz > 0. Mivel sin 5 = 1> 0, ezért
minden z € ]0, 7| esetén sinz > 0. Ha x € |m, 27[, akkor a sinx = —sin(z — 7) azonossig és az eléz6
megallapitas alapjan sinxz < 0.

2. Az 1. pont és a 5.31 tétel alapjan nyilvdnvalé.

3. Tegyiik fel, hogy létezik a sin fliggvénynek a 27 szamndl kisebb periddusa, legyen ez p. Ekkor
p €10, 2x[, valamint 0 = sin0 = sin(0 + p). A 2. pont alapjan ekkor p = 7. Azonban

T ™
1 = 1 — 1 (— ) = _1
sin o # sin 5 +p
miatt m sem lehet a periddus. Tehat a sin fiiggvény legkisebb periddusa 27.
4. A 5.31 tétel alapjan minden x € }0, 5 esetén cosx > 0, tovabba a cos fliggvény péarossaga és

3
cos 0 = 1 miatt minden x 6}—%, g [ esetén cosx > 0. Ha x e]g, g [, akkor a cosx = — cos(z — )

azonossag és az el6z6 megéllapitas alapjan cosz < 0.

3
5. Az el6z6 pont alapjan ha x € [0,%[, akkor cosz > 0; ha x € ]g, g [, akkor cosz < 0; ha
3
S ]g,QW [, akkor cosx = — cos(r — 7) miatt cosz > 0. Tehat a cosz = 0 egyenletnek a [0, 27|

3
intervallumon csak ~ és = lehet a megoldasa, és a 5.31 tétel alapjan ezek valoban megoldasok.
6. Tegyiik fel, hogy létezik a cos fiiggvénynek a 27 szamnéal kisebb peridédusa, legyen ez p. Ekkor
p € ]0,2x[, valamint 0 = cosfg = cos (fg +p). A 4. pont alapjan ekkor p = 7. Azonban

1 =cos0 # cos (0 + p) = —1 miatt 7 sem lehet a periddus. Tehdt a cos fliggvény legkisebb periédusa
2.

5.35. Tétel. Elemi trigonometrikus fliggvények monotonitdsa.
1. A cos figguény szigorian monoton csokkend a [0, 7] intervallumon €és

cos|[o,x] : [0, 7] = [~1,1] T > COST

bijekcio.
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. .. . . . o ™ T . .
2. A sin figguény szigorian monoton névd a [—5, 5} intervallumon és
T
sin|[_E z] [75,5} — [-1,1] x> sinx
272

bijekcio.
3. A tg figguény értelmezési tartomdnya a C \ {g +kr| k € Z} halmaz, valamint szigorian

R ™ T . .
monoton novd a } 35 [ intervallumon és

tg|]_%7%[:}fg,g{%]l§ Tt

bijekcio.

r1+T2 X2 —T1
2 2

Bizonyitds. 1. Ha 0 < z1 < 9 < 7, akkor 0 <

sin <M> ,sin (%) > (0. Vagyis a

2
. T+ T2\ . T2 — T
COSX] — COSTo = 2sin 5 sin 5

trigonometrikus azonossdg alapjdn a cos fiiggvény szigorian monoton csdkkend a [0, 7] halmazon.
Mivel cos0 =1, cosm = —1 és a cos fliiggvény folytonos, ezért a Bolzano-tétel alapjin

< 7 miatt a 5.34 tétel alapjan

Rancos|jg, = [-1,1].

A cos|o,x] filggvény injektivitdsa pedig szigori monotonitasabél kovetkezik.

2. Ha *g S <xp < g, akkor *g <4 ;Lx? < g miatt a 5.34 tétel alapjan cos <:c1 ;Lm) >0,

Ty — T Ty — T
valamint 0 < % < m miatt sin <%) > (. Vagyis a

. . T1 + T2 . To — 1
sinxy —sinxy = —2cos T sSin 5

. . , ., . pee , . , v ™ T
trigonometrikus azonossdg alapjan a sin fiiggvény szigorian monoton névé a {—5, 5} halmazon.

7r T
Mivel sin -3 = —1, sin 5= 1 és a sin fliggvény folytonos, ezért a Bolzano-tétel alapjan

Ransin|[ ] = [—1,1].

—_T
2 02

2 02

3. A cosz =0, z € C egyenlet megolddsdhoz legyen z = a +ib alaki, ahol a,b € R. A cos(a+ib) =0
egyenlet a 4.27 tétel alapjin

A sin |[i 5] fliggvény injektivitasa pedig szigord monotonitasdbdl kovetkezik.

eQiG,be = _1
alakban ihaté fel, ami a 4.22 alapjan az
e (cos(2a) + isin(2a)) = —1

egyenlethez vezet. A két oldal abszolitértékét véve e=2? = 1 adédik, vagyis b = 0. A fenti egyenlet
valds és képzetes részét véve az

cos(2a) = —1 sin(2a) =0
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egyenleteket kapjuk. Keressiik ennek a megolddsét a 2a € [0, 27| feltétel mellett. Ekkor a 5.34 tétel
mésodik pontja alapjan a sin(2a) = 0 egyenletbél 2a = 0 vagy 2a = 7 kovetkezik. A 2a = 0 esetben
cos(2a) # —1, a 2a = 7 esetben azonban cos(2a) = —1. Tehét a [0, 27] intervallumban egyetlen

megoldas van a = 5 A trigonometrikus fliggvények 27 szerinti periodicitdsa miatt a cosz = 0
egyenlet megoldédsa

z€{g+k7r| kEZ},
vagyis Domtg = C\ {g +knl k€ Z}.
Legyen —g <z < 19 < g Ekkor 0 < zo — x1 < 7, tehdt a 5.34 tétel 1. pontja alapjan
sin(xe — 1) > 0. Vagyis a

tga) —tgare = ———— sin (w9 — 1)
COS T COS T2

T
trigonometrikus azonossag alapjan a tg fliggvény szigorian monoton nové a {—— 5} halmazon.

A tg figgvény péaratlan és tg0 = 0 ezért Rantg |]7%%[ = R igazolasdhoz elég megmutatni, hogy
minden y € R esetén 1étezik olyan x € }0, g {, melyre tgx = y teljesiil. Legyen y € RT tetsz6leges.
Mivel sin g = 1 és a sin fiiggvény folytonos, ezért 1étezik olyan §; € R™, hogy minden = € } g — 61, g [
esetén sinx > 1 Mivel cosg = 0 és a cos fiiggvény folytonos, ezért létezik olyan d, € RT, hogy

1
minden = € }g — 09, g [ esetén cos < 20 Legyen 6 = min {d1,d2} és xp € }g — 09, g[ tetszbleges
Yy

1
pont. Ekkor sinzg > 3 és cosxg < o tehat
Y

. 1
sin x 5
tg To = %
coszo o

A folytonos tg fiiggvényre a [0, xz¢] intervallumon tg0 < y < tgxo teljesil, vagyis a Bolzano-tétel

miatt létezik olyan x € ]0, x¢[, melyre tgx = y, ezért y € Rantg |]_£ z[

272
5.13. Definicié. FElemi fiigguények inverzei.
1. A sin|[7£ 7] fliggvény inverzét arkusz szinusz fligguénynek nevezzik, jele arcsin, vagyis
272

VN -1
arcsin = sm|[_E z] )
272
2. A cos o, fliggvény inverzét arkusz koszinusz fiigguénynek nevezziik, jele arccos, vagyis

arccos 2 (cos |[017r])_1 :

3. Atg |]7%%[ fliggvény inverzét arkusz tangens figgvénynek nevezzik, jele arctg, vagyis

A 1
arctg = (tg |]7%%[) .

5.36. Tétel. Az arcsin az arccos és az arctg fligguény folytonos.

Bizonyitds. Az arcsin és az arccos fliggvény a 5.19 tétel alapjdn folytonos. A tg|y_ [ fliggvény

Jisis
272

nyilt intervallumon értelmezett szigorian monoton fiiggvény, ezért a 5.21 tétel alapjan az inverze is
folytonos.
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5.10. Hiperbolikus fiiggvények tulajdonsagai

5.37. Tétel. Hiperbolikus fliggvények monotonitisa.
1. A ch figguény szigorian monoton névd a [0,00] halmazon és

ch |jo,00[ : [0, 00[ = [1, 00] x4+ chz

bijekcio.
2. Az sh fiigguény szigorian monoton novd az R halmazon és

shjg :R—=R x> shx
bijekcio.
3. A th figguény értelmezési tartomdnya a C\ {% +kmi| k€ Z} halmaz, szigoruan monoton

novo az R halmazon és
thlg : R —]-1,1] x> the

bijekcio.

Bizonyitds. 1. Megmutatjuk, hogy 0 < x esetén 0 < shx. Ekkor a ¢ = e jeloléssel 1 < ¢ addédik,
és az igazolando

1 1 >0

2 ¢ q
egyenl6tlenség kovetkezik az 1 < ¢2 egyenlétlenséghél. Ha 0 < 21 < x9, akkor 0 <

chx; —chaxy = —2sh (:131 ;962) sh (xQ —:131)

T1+ X2 T2 — T
2 2

ezért a

2

azonossag alapjén a ch fiiggvény szigortian monoton névé a [0, co[ halmazon.
Most igazoljuk, hogy 0 < z esetén cha > 1. A ¢ = e jeldléssel 1 < ¢, és ekkor

1
chz>1 q+a—2>o & (g—1)7>0.

Legyen g € [1,00[. Ahhoz, hogy ¢ € Ran ch |jg o[ teljesiiljon igazolni kell, hogy 1étezik olyan = € [0, oo,
melyre chx = q. Ennek az egyenl6ségnek ekvivalens alakjai az alabbiak.

e’ +e " =2q
(e””)2 —2qe*+1=0

2q+ /4> -4
e Ve M 2q =q¢+V¢ -1

Mivel ¢ + v/¢? — 1 > 1, ezért ¢ + 1/q? — 1 € Domlog, s6t log (q+ vV — 1) > 0, vagyis az
z = log (q+ V& — 1) € [0, oo

szamra chz = ¢ teljestl.
A ch fliggvény injektivitdsa szigori monotonitdsabdl kovetkezik.
2. Mivel minden z € [0,00[ esetén cha > 0 és a ch fiiggvény péros, ezért minden = € R esetén



80 5 VALOS FUGGVENYEK ELEMI VIZSGALATA

chx > 0. Ha < x7 < z9, akkor 0 < T2

T Tog— T
! , vagyis az 1. pont bizonyitasa alapjan sh ( 2 1) >0,

2
shx; —shze = —2ch (zl JQFZE2> sh <¥)

azonossag alapjan az sh fiiggvény szigorian monoton névo a valds szamok halmazan.
Legyen g € R. Ahhoz, hogy ¢ € Ransh |g teljesiiljon igazolni kell, hogy létezik olyan x € R, melyre
shx = q. Ennek az egyenléségnek ekvivalens alakjai az alabbiak.

ezért a

X

e’ —e" " =2q

(eg”)2 —2qe”—-1=0

L 2 JAgZF4
e :f:qi

1+ ¢2

Mivel g + /1 + g2 > 0, ezért ¢ + /1 + ¢% € Dom log, vagyis az
zzlog(qu \/1+q2) eR

szamra sh x = q teljesiil.

Az sh fiiggvény injektivitdsa szigorii monotonitasdbdl kdvetkezik.

3. A chz = 0 egyenlet a 4.27 tétel alapjdn a cos(iz) = 0 egyenlettel ekvivalens, vagyis a 5.35 tétel
alapjan a ch z = 0 egyenlet megoldasa

ZE{%JrkWH kEZ},
. i
vagyis Domth = C\ {7 +kri| ke Z}.
Legyen z1 < zo. Ekkor 0 < xo — x1, tehét az 1. pont bizonyitasa alapjdn sh(xe — x1) > 0. Vagyis a

-1
thz; —thzg = ———sh(z2 — 2
! 2 ch I ch To ( 2 1)
azonossag alapjan a th fiiggvény szigorian monoton novo a valds szdmok halmazéan.
Legyen x € R tetszOleges. Ekkor a

thr<l <+ e"—eP<e®+e™® & 0<e™™

ekvivalencia alapjan thz < 1, valamint a

x

—1<thx <+ —e"—e"<e’—e" <~ 0<e®

ekvivalencia alapjan thx < —1.

A fenti bizonyitdsokhoz hasonléan adott ¢ € ]—1, 1] megkeressiik azt az x € R szdmot, melyre thz = q.
Ennek az egyenl6ségnek ekvivalens alakjai az alabbiak.

e _ e~ 2
e’ +e”” —1
e —1
e2z +1 =4

621_1 :qum +q
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1 1
+4d > 0, ezért ~*a € Domlog, vagyis az

1—g¢q 1—gq
11 1+g¢
x=—-log| ——
2%\ 1
szamra th x = q teljestil.

Az th fiiggvény injektivitasa szigori monotonitasabdl kovetkezik.

Mivel

5.14. Definicié. Hiperbolikus fiigguények inverzei.
1. Az sh|r fiiggvény inverzét area szinusz hiperbolikus fiiggvénynek nevezziik, jele arsh, vagyis

arsh 2 (shlg)™".
2. A ch|jg o filggvény inverzét area koszinusz hiperbolikus fiigguénynek nevezziik, jele arch, vagyis
A -1
arch = (ch|[0,oo[) )
3. A th|g fiiggvény inverzét area tangens hiperbolikus fliggvénynek nevezzik, jele arth, vagyis
arth 2 (th|g) " .

5.38. Tétel. Area hiperbolikus fliggvények.
1. Minden x € R esetén arshz = log (x + Va2 + 1).

2. Minden x € [1,00[ esetén archx = log (:c + Va2 — 1).

1 1
3. Minden x € 1—1,1] esetén artha = §log (1 —l—x).
-z

Bizonyitds. Az el6z6 5.37 tétel bizonyitasban mar levezettiik ezeket a formuldkat.
5.39. Tétel. Az arsh az arch és az arth fliggvény folytonos.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel alapjdn ezek a fiiggvények folytonos fiiggvények kompozicid, ezért foly-
tonosak.
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6 Differencialszamitas 1.

6.1. Differencialhatésag

6.1. Definicié. Legyen f: R — R és a € Int Dom f.
— Azt mondjuk, hogy az f figgvény differencidlhato, vagy derivalhaté az a pontban ha létezik
olyan A € R, melyre
LI @),

rT—ra r —a

teljesiil. Ezt az A szdmot az f fiiggvény a pontbeli differencidljinak vagy derivdltjdnak nevezzik.
— Az f: R — R figgvény derivdltjdnak vagy derivdlt fiigguényének nevezzik a

f':{aEIntDomf|31imM}_>R a— lim f(@) — f(a)

Sa oz za T —a
fliggvényt.
— Az f differencidlhatd, ha Dom f = Dom f’.

— Az f folytonosan differencidlhatd, ha differencidlhaté és f/ folytonos. Az A C R nyilt halmazon
értelmezett, R értékii, folytonosan differencidlhaté fiiggvények halmazat C1(A,R) jeloli.

Az f: R — R fiiggvény derivéltjara hasznaljuk még a L2 jelolést is.

6.2. Definicié. Legyen I,J C R nyilt intervallum. Azt mondjuk, hogy a ¢ : I — J fiiggvény
diffeomorfizmus, ha bijekcid, differencidlhaté és az inverze is differencialhaté.

6.1. Tétel. (A differencidlhatdsdg dltaldnos jellemzése.) Legyen f : R — R és a € IntDom f. Az f
fligguény pontosan akkor differencidlhato az a pontban, ha létezik olyan ¢ € R, hogy

i 1@) = £(@) = (e~ a)

T—a |x — a|

=0.

Ha az [ figgvény differencidalhato az a pontban akkor a fenti hatdrértékben szerepldé c konstansra
f(a) = ¢ teljesiil.

Bizonyitds. Legyen f: R — R és a € Int Dom f. Tegyiik fel,hogy az f fiiggvény differencialhato
az a pontban, és legyen ¢ = f/(a). Ekkor a derivalt definicidja alapjan

f(z) = fla) = c(z — a)

hm = 07
T—a Tr—a
vagyis
0 i [F@) = F@) —cle—a)| @)~ fa) el —a)|
T—a Tr—a r—a |$ — a|
amibdl
o J@) = J@) —c@—a)
z—a |z — al
kovetkezik.

Most tegyiik fel, hogy f : R — R és a € Int Dom f olyan szdm, melyhez létezik ¢ € R, melyre
o @) = f(@) = ez — a)

z—a |z — al

=0.
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Ekkor
0 = lim f(x) = fla) = c(z —a) lim f(x) = fla) — c(z —a) ’
r—a |:L' — a| r—a r—a
vagyis
i L) = S@ —clr—a)
r—a xr—a
amibdl
o @ =@
Tr—a Tr—a

kovetkezik, tehét f differencidlhaté az a pontban és f'(a) = c.

6.2. Tétel. (A differencidlhatdsdg jellemzése.) Legyen f: R — R és a € IntDom f. Az f figgvény
pontosan akkor differencidlhato az a pontban, ha létezik olyan ¢ € R, hogy

Vee R"I§ e R*VzeDomf: (lz—al<d — |f(z)— f(a) —c(z—a)| <e-|z—al).

Ha az f figguény differencidlhato az a pontban akkor a fenti hatdrértékben szerepldé c konstansra
f(a) = c teljesiil.

Bizonyitds. Az eldz6 allitdsbol és a hatdrérték definiciéjabol kovetkezik.
6.3. Tétel. Ha eqy fligguény differencidlhato egy pontban, akkor folytonos is abban a pontban.

Bizonyitds. Legyen f:R — R, a € IntDom f, f'(a) = A, és legyen € € RT tetszdleges paraméter.
Ekkor a differencidlhatdsdg jellemzése alapjan létezik olyan § € R™, hogy

VeeDomf: (lz—al<é — |f(z)— fla)— Az —a)|<e-|z—a).
Vagyis minden |z — a| < ¢ szdmra
[f(x) = fla)] < (|Al + ) |x —al,

amibél lim f = f(a) adédik. Ez pedig az f fiiggvény folytonossdgit jelenti.

6.2. Differencialas miiveleti tulajdonsagai

6.4. Tétel. Legyen f,g: R — R, a € Int Dom f NInt Dom g és legyen f és g differencidlhato az a
pontban. Ekkor

- f + g differencidlhaté az a pontban, és (f +g)'(a) = f'(a) + ¢'(a);

— minden ¢ € R esetén cf differencidlhatd az a pontban, és (cf) (a) = cf'(a);

)
- fg differencidlhaté az a pontban, és (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a ),
)

— ha g(a) # 0, akkor ! differencidlhatd az a pontban, és (i) (a) =
g g

Bizonyitds. Legyen f,g: R — R, a € Int Dom f N Int Dom g és legyen f és g differencidlhaté az a
pontban. A szamolds folyaméan a hatarértékekre vonatkozé 5.4 tételt fogjuk tobbszor felhasznalni.

1.
i U@ =49 @ _ L f@) = f) | g() - gla)

T—a Tr—a T—a Tr—a T—a r—a

= f'(a) + 4'(a)
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N @@ _ L f@) - @

r—a Tr—a T—a Tr—a

= cf'(a)

3. Mivel az f fiiggvény differencidlhaté az a pontban, ezért ott folytonos is, vagyis lim f(z) = f(a)
r—a

teljesiil.
U9 ) () (@) _ J@gle) — f@)gla) + [@)(a) — f(algla) _
= tim £ 22D ) T 2O )+ g f(a)

4. Mivel a g fiiggvény folytonos az a pontban, ezért annak létezik olyan r € R™, hogy minden

x € By(a) szamra g(z) # 0. A tovabbiakban az a pontnak ezt a kornyezetét fogjuk csak tekinteni.

Tovabbé a g fliggvény differencidlhaté az a pontban, ezért ott folytonos is, vagyis lim g(z) = g(a)
r—a

teljesiil. Ezek alapjan

() (5)w

i iy J@)9(0) = f(a)g(a) + f(a)g(a) — fla)g(z) _
z—a T —a o—a g(z)g(a)(z — a)
i L@ = f@) Sl g@) —g(a) _ f'(a)g(a) — fla)g'(a)
e=ag(z) (- a) g(z)gla)  (z—a) 9%(a)

6.5. Tétel. Legyen A C R nyilt halmaz, f,g € C1(A,R) és c € R. Ekkor
f+g.fg.cf e CHAR)

teljesiil, vagyis C1(A,R) algebra.

Bizonyitds. Az el6z6 allitast kell minden egyes a € A pontra alkalmazni.

6.6. Tétel. (Kozvetelt figgvény derivdldsi szabdlya, ldncszabdly.) Legyen f,g : R — R. Ha g diffe-
rencidlhatd az a pontban és f differencidlhaté a g(a) pontban, akkor fog differencidlhatd az a pontban,
és

(fog)'(a) = f(9(a)) - g'(a).

Bizonyitds. Legyen f,g: R — R, a € R olyan, hogy a ¢ fiiggvény differencidlhaté az a pontban
és f differencidlhaté a g(a) pontban. Mivel az f fliggvény differencidlhaté a g(a) pontban, ezért
g(a) € Int Dom f, tehét

Ve, e RT35; e RTYy e R :
ly —g(a)l <1 — [f(y) — flg(a)) = f'(9(a)(y — g(a))| < e1ly —g(a)|.

Mivel a g fliggvény differencidlhaté az a pontan, ezért a € Int Dom g, tehat

Veq e RT355 e RTVZ € R :
|z —al <02 = |g(x) —g(a) = ¢'(a)(x — a)| < ez ]z —al.
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Tovabba a g fiiggvény folytonos is az a pontban, ezért
Ves e RT353 e RTVz e R : |z —a| <d5 — |g(x) —g(a)] < es.

Legyen g1 € RT rogzitett paraméter. Ekkor a e szdmhoz tartozé §; paramétert vdlasztva e
paraméternek kapjuk, hogy létezik olyan d3 € RT, hogy minden = € R esetén

|z —al| <3 = |f(g(x)) — flg(a)) — f'(g(a))(g(z) — g(a))| < e1]g(x) — g(a)] .

Az 1 szdmot valasztva eo paraméternek kapjuk, hogy létezik olyan do € R*, hogy minden = € R
esetén

|z —al <d2 — |g(z) —g(a) — g'(a)(z —a)| < e1]z —al.
Legyen ¢ = min {02, d3}. Ekkor az eddigieket 6sszegezve mondhatjuk, hogy minden z € R szdmra,
ha |z — a| < ¢, akkor

[f(g(x)) = flg(a)) = f'(9(a))(g(z) = g(a))| < e1lg(x) — g(a)l

l9(z) = g(a) — g'(a)(z —a)| < x|z —al.

Ezek alapjén, ha |z — a| < &', akkor

< If( () = f(g(a)) = f'(g(a))(9(x) — g(a))| +

+1(g(a)] - [(9(x) = g(a)
< e1lg(z) —g(a)| +[f'(9(a)
<ei(erlz—al+1g'(a)llx - al) +[f (g(a))le1 |z — a| =
=ei (e +lg' (@) + 1 (9(a)]) |z —al

|f(g(x)) — fg(a)) — f'(g(a))g(a)(z — a)| =
= |f(g(x)) — fg(a)) — f'(g(a))(g(x) — g(a))+
+ f'(9(a))(g(x) — g(a)) — f'(g(a))g(a)(x — a)| <
) ( )(

le1|z —af <

Vagyis barmely ¢ € Rt szamhoz létezik olyan £; € R*, melyre

e1(er + g (@) + |f (9(a)]) <

teljesiil, ehhez a £1 szdmhoz pedig létezik olyan ' € R*, hogy minden |z — a| < ¢’ esetén

|f(g(x)) — f(g(a)) = (f'(9(a)) - g'(a))(g(2) — g(a))| < & |z —al,
ezért a f o g fliggvény derivéltja az a pontban f'(g(a)) - ¢'(a).

6.3. Definicié. Legyen f: R — R differencidlhaté fiiggvény, és tegyiik fel, hogy a végtelen torlédasi
pontja a Dom f halmaznak, és léteznek az aldbbi hatarértékek.

aéliolglf’ b2 lim (f(z) — ax)

Tr—00

Ekkor az x — ax + b fliggvényt az [ fiigguény végtelenben vett aszimptotdjinak nevezzik.
Hasonléan definidlhaté a minusz végtelenben vett aszimptota.
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6.3. Hatvanysorok derivalasa

6.7. Tétel. Legyen n € N. Ekkor az f : R — R, f(x) = a™ fiiggvény derivdltjia f'(x) = na™~ !, és
ag:R\{0} = R, g(x) = 27" figguény derivdltja ¢'(x) = —nmz~"" L. (Vagyis (idg) = nidﬁ_1 €s
s 1—n s 1—n—1
(ldR\{O})/ =-n ld]R\{O} .)
Bizonyitds. Az n = 0,1 esetben a derivalds definici6jabdl rogton adodik az allitdas. Tegytik fel,
hogy (z") = na"~1. Ekkor a szorzatfiiggvényre vonatkozé derivalasi szabaly alapjan

(2" =(z-2™) =2' 2" +x- (2") =2" + o2zt = (n + 1)a".

A figgvények hdnyadosdra vonatkozé derivalési szabély alapjan

! —
() = (i) _ 0-z" —nz™ 1.1 I
Z.n

x?n

6.8. Tétel. Legyen a : N — R olyan sorozat, hogy P, hatvanysor konvergenciasugardra R, > 0
teljesiljon. Ekkor a Br,(0) halmazon

o] ! o] ,
(o) -2t
k=0 k=0
teljesil, amit gy is meg lehet fogalmazni, hogy a hatvdnysort a konvergenciasugdron belil lehet

tagonként derivdlna.
6.9. Tétel. (Elemi fiigguények derivdltja.) exp’ = exp, cos’ = —sin, sin’ = cos, cosh’ = sinh,
sinh” = cosh.

Bizonyitds. Az el6z6 allitds alkalmazdsa a megfelelé hatvanysorokra.
Példaul

(e 2o\ & 2N @R D)
' (Z“”km> -2 (V) - B e

k=0 k=0

6.4. Kozépértéktételek

6.10. Tétel. (Rolle-tétel.) Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] = R folytonos figguény, mely diffe-
rencidlhatd az |a, b intervallumon, és melyre f(a) = f(b). Ekkor létezik olyan & € ]a,b[, hogy

f'(§) =o.

Bizonyitds. A 5.18 Weierstrass-tétel értelmében az f fliggvény valamely «, 5 € [a,b] pontokban
felveszi a minimumat és maximumdt. Ha {a, 8} = {a, b}, akkor az f fliggvény dllandd, vagyis minden
& € ]a,b] pontban f'(£) = 0 teljesiil.

Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény a minimumadt az o pontban veszi fel, melyre « € ]a, b[ teljesiil. Mivel
az f figgvény differencidlhaté az o pontban, ezért

o flx) = fla) .
f’(a):hmM: _z1—1>rg+ﬁ207
T Tr—« = lim M <0,

T—ro— T —

ahol felhasznéltuk, hogy minden x € [a, b] esetén f(z) > f(a). A fenti egyenlétlenségekbdl f/(a) =0
adddik.

Teljesen hasonléan bizonyithatd, hogy f/(5) = 0, ha azt tessziik fel, hogy az f fliggvény a maximumét
a 3 pontban veszi fel, melyre 5 € ]a, b[ teljesiil.
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6.11. Tétel. (Cauchy-tétel.) Legyen a,b € R, a < b, f,g : [a,b] = R folytonos figgvény, mely
differencidlhatd az |a, b intervallumon. Ekkor létezik olyan c € Ja, b, hogy

(f(b) = f(a)g'(c) = (9(b) — g(a)) ' (c).
Bizonyitds. Elég Rolle-tételt alkalmazni a
hila,b] =Rz (f(b) — f(a))g(z) — (9(b) — g(a)) f(x)
fliggvényre.

6.12. Tétel. (Lagrange-tétel.)  Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] = R folytonos figgvény, mely
differencidlhatd az |a, b[ intervallumon. Ekkor létezik olyan ¢ € |a, b, hogy

f) = fla) = (b—a)f'(c).
Bizonyitds. Cauchy-tételt kell alkalmazni a g = idgr fiiggvényre.

6.13. Tétel. (Véges novekmények formuldja.) Legyen a,b € R, a < b, f : [a,b] — R folytonos
fligguény, mely differencidlhatsé az |a,b[ intervallumon. Ekkor

z€Ja,b]

1£(b) = f(a)] < ( sup |f’($)|> “|b—al.

Bizonyitds. A Lagrange-féle kozépérték tétel kozvetlen kovetkezménye.

6.14. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, és f : I — R differencidlhato fiiggvény.

1. Ha minden x € I esetén f'(x) =0, akkor [ dllandd az I intervallumon.

2. Az [ fligguény pontosan akkor monoton névé az I intervallumon, ha minden x € I esetén
f@) > o.

3. Ha minden x € I esetén f'(x) > 0, akkor [ szigorian monoton novd az I intervallumon.

4. Az f fiigguény pontosan akkor monoton csokkend az I intervallumon, ha minden x € I esetén
f(x) <0.

5. Ha minden x € T esetén f'(x) <0, akkor f szigorian monoton csokkend az I intervallumon.

Bizonyitds. Legyen a,b € I olyan, hogy a < b. A Lagrange-tétel értelmében létezik ¢ € ]a,b],
melyre

f) = fla) = (b—a)f'(c)
teljestil. Ebbol egyszeriien kapjuk az allitasokat.

1. Ha f' =0, akkor f(b) — f(a) = 0.
2. Ha f monoton nové és ¢ € I, akkor az f fliggvény differencidlhatésaga miatt

) — 1 1B =IO _ o F@) — £(0)

Tr—cC T — C r—c+ T — C

> 0.

Ha f’ > 0, akkor f(b) — f(a) > 0, vagyis f monoton nové.
3. Ha f’ > 0, akkor f(b) — f(a) > 0, vagyis f szigordian monoton nové.
A 4. és 5. pont a fentiekhez hasonléan igazolhaté.
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6.5. Filiggvény inverzének derivalasa

A kovetkez6 tétel segitségével az inverzfiiggvények derivéltjait hatarozhatjuk meg.

6.15. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, és f : I — R olyan differencidlhato figgvény, hogy
I’ folytonos és f'(I) € RY wagy f'(I) € R~. Ekkor f(I) nydt intervallum, f=1 folytonos, differ-
encidlhatd, és minden b € f(I) pontra

teljestil.

6.6. Elemi fiiggvények inverzének derivalasa
6.16. Tétel. (Elemi fiigguények inverzének a derivdltja.)

1

1. Minden x € Rt szdmra log'(z) = —.
x

2. Minden x € |—1,1] esetén arcsin’(z) =

3. Minden x € |—1,1[ esetén arccos'(z) =

1
. Mind € R eseté tg'(z) =
4. Minden x esetén arctg’(z) 522
1
5. Minden x € R esetén arsh’(r) = —.
(@)= ==
1
6. Minden x € ]1,00[ esetén arch’(x) = T
22 —
1
7. Minden x € R esetén arth’(z) = Tt
-z

Bizonyitds. 1. Legyen x € RT. Az 6.15 tételt alkalmazva az f = exp fiiggvényre, azt kapjuk, hogy

o) = L L1
08T = exp/(logz)  exp(logz) =

teljesiil.
2. Legyen x € |—1,1[. Az 6.15 tételt alkalmazva az f = sin fiiggvényre, azt kapjuk, hogy
1 1

<7
arcs = =
resin’ () sin’(arcsinz)  cos(arcsinx)

teljesiil. Mivel

1 = cos?(arcsinz) + sin®(arcsin ) = cos®(arcsinz) + 2,

ezért
cos(arcsinz) = £/1 — 22.
T
Abbdl, hogy a sin fiiggvény szigorian monoton névé a }75, 5[ intervallumon kovetkezik, hogy az

arcsin fiiggvény is szigorian monoton nové, vagyis arcsin’ > 0. Ezek alapjan

1
V1—a2

arcsin’(z) =
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3. Az arcsin fliggvénynél bemutatott gondolatmenet alapjén bizonyithatd.
4. Legyen z € R. Az 6.15 tételt alkalmazva az f = tg fliggvényre, azt kapjuk, hogy

1 2

arctg'(:z:) = = cos” arctgx

tg’ (arctg x)
teljesiil. Mivel

1 = cos?(arctg x) + sin? (arctg )

=1+ tg*(arctg x)

cos?(arctg )
1
. ——— 2
cos?(arctg ) e
2
tga) = ——
cos”(arctg ) =y
ezért
1
tg'(z) = .
arctg’(x) T2

5. Legyen x € R. Az 6.15 tételt alkalmazva az f = sh fiiggvényre, azt kapjuk, hogy

1 1
arsh’(z) = — =
sh'(arshz)  charshz

teljestil. Mivel minden a € R esetén
cha = V1 +sh?a,

ezért

charshz = 1+ 22,

vagyis

1
V1t a2

arsh’(z) =
6-7. A 6.15 tétel és a 5.38 tételben szerepl6 formuldk segitségével konnyen igazolhato.

6.17. Tétel. A tdbldzatban szerepld f fiiggvényeknek értelmezhetd az f~' inverze a Ran f halmazon,
és az [~ fiigguény értékkészletére és derivdltjdra a tdbldzatban szereplék teljesiilnek, minden x €
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Int Dom f~! elemre.

f Dom f Ranf | f/ 7 | Domf~' | Ranf~! | (f71) ()
1
exp R R* exp log R* R —
T
sin R [-1,1] | cos | arcsin | [—1,1] {—z ﬁ} _
) ) 27 2 /—1 — 2
-1
cos R —1,1] | —sin | arccos -1,1 0,7 —_—
1 FL1 | ] | o=
s 1 T T 1
£ R{— k‘k Z} R | — : R }f—,—[ -
& \ 2jL T < cosz | MO8 272 1+ 22
1
sh R R ch arsh R R —_—
V1422
1
ch R [1,00[ | sh arch [1,00] R*
2 -1
th R 11| = | arth | ]-1,1] R !
’ ch? ' ’ 1—a?

Bizonyitds. Az eddigiek alapjan nyilvanvalé.

6.18. Tétel. (A hatvdnyozds derivdldsa.)
~ Ha a € [1,00[, akkor azid§ fiiggvény derivdltja aidg .
- Ha a € |—00, 1], akkor az idy, 1oy fiiggvény derivdltja aidﬁ‘é;{lo}.

Bizonyitds. Legyen a € [1,00[ és f: RT — R az f(z) = 2° fiiggvény. Ekkor

a—1

'(2) = (explalog(x)))' = explalog(r))ar = ax

teljesiil a hatvanyozas definicidja, a lancszabdaly és az exponenencialis valamint a logaritmus fliggvény
derivalasi szabalya alapjan.

6.7. L’Hospital szabaly

6.19. Tétel. (L’Hospital szabdly.) Legyen a,b € RU {o0,—c0}, a < b és f,g : |a,b] — R olyan
differencidlhatd figguény, hogy 0 ¢ ¢’ (Ja,b|).
/
1. Ha 1gmf = llijmg € {—00,0,00} és létezik a lli)m f—/ hatdrérték, akkor létezik a lli)m ! hatdrérték
- - - - g
18, €s
/
lim i = lim f—
b—g b= ¢
I
2. Ha 1ir_1£1f = liglg € {—00,0,00} és létezik a 111;1_1 f—/ hatdrérték, akkor létezik a 111;1_1 ! hatdrérték
a a a g a g

18, €s
/
lim i = lim f—
at+ @ a+ g/
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Bizonyitds. Arra az esetre fogjuk bizonyitani, amikor a,b € R, a < b és f,g : ]Ja,b[ = R olyan
differencidlhaté fliggvény, hogy 0 ¢ ¢’ (Ja, b]), valamint lir_"I_l f= HI—P g € {0,00}. Ennek a bizonyitdsnak
a a
a mintajara igazolhato a tobbi eset is.
1. Tegyiik fel, hogy lim f = limg = 0 és
a+ a+
U
lim f— =AeR.
a+ g/

Megmutatjuk, hogy tetszéleges e € RT esetén 1étezik olyan 6 € RT, hogy minden x € ]a, a + §] szdmra

X

et

teljestl, ami igazolja a lirf i = A hatédrértéket. Terjessziik ki az f és g fiiggvényt az a pontra is a 0
at g

értékkel, és jelolje f és g ezeket a fiiggvényeket. Legyen ¢ € Ja, b] tetszdleges pont. Ekkor az f és g

fiiggvényre alkalmazva a Cauchy-féle kozépértéktételt az [a, c] intervallumon az adédik, hogy 1étezik

olyan £ € ]a, c[, melyre
fl@) =0 _ f'(§)

g(x) =0 ¢'(&)’
Tehat ha § € RT olyan, hogy minden £ € Ja,a + d[ esetén

akkor az x € |a, a + J[ szdmokra

9(x) g'(§)
teljesiil.
2. Most tegytiik fel, hogy lirilf = lirilg = 00 és
i
lim I =AeR
a+ g/

Megmutatjuk, hogy tetszéleges e € RT esetén 1étezik olyan 6 € RT, hogy minden x € ]a, a + d] szdmra

_f(x) — A‘ <e
9(x)
teljesiil, ami igazolja a hIJIrl f = A hatarértéket.
at g
N e N : | f(=)
Mivel hr}rl—l = A, ezért létezik olyan §; € R, hogy minden x € ]a,a + d1] esetén ) — Al <1,
at g g \x

vagyis minden x € ]a,a + 01[ szdmra

~—

!/
’f(x <1+A]

g'(z)

!
teljesiil, tehat az — fiiggvény korldtos a ]a, a + 6;[ halmazon.

Mivel 1ir_{1f = lir_irrlg = 00, ezért létezik olyan ¢ € ]a, a + 1], hogy minden x € ]a, c] esetén f(x), g(x) >
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0. Mégegyszer alkalmazva ezt az elvet, azt kapjuk, hogy 1étezik olyan d € ]a, ¢[, hogy minden « € ]a, d
esetén f(x) > f(c) és g(z) > g(c). Vezessiik be a

179(5)
T:)a,d[— R iy — @)
-3

fiiggvényt. Legyen z € |a,d| tetsz8leges pont. Ekkor az f és ¢ fiiggvényre alkalmazva a Cauchy-féle
kozépértéktételt a [z, ¢| intervallumon, az ad6dik, hogy 1étezik olyan £ € |z, ¢[, melyre

vagyis az

egyenléség alapjan

O o
i) " g© W= e T -
tehdt £(2) 7€) 7€)
’gcz) ‘A’ |7 ‘A‘ g TE - ”"

/
Legyen € € R tetsz6leges paraméter. Mivel hIJIrl = = A, ezért 1étezik olyan d; € R, hogy minden
at g

x € la, a + 2] esetén

!/
Mivel lin}r o T(x) =1 és az = korldtos a ]a, d[ halmazon, ezért létezik olyan d3 € RT, hogy minden
Tr—a g

x € |a,a + 3] esetén

(T(x) — 1)’ <§

teljesiil minden z € Ja, d] szdmra. Ekkor a § = min {41, d2, 03} olyan szdm, hogy minden z € Ja, a + J[
Szamra

‘f(z) — A‘ < €.

g(x)

T

6.8. Tobbszoros derivaltak

6.4. Definicié. Legyen f : R — R, és teljes indukciéval értelmezziik a kovetkezd fliggvényeket.

Legyen f(© 2 f, és minden i € Nt esetén legyen f(*) = (fE-Dy,

— Legyenn € Nt és a € R. Az f fiigguény n-szer differencidlhaté az a pontban, ha a € Dom ().

— Az f fiiggvény végtelenszer differencidlhaté az a € R pontban, ha minden n € N esetén a €
Dom f(™ teljesiil.

— Az f fiigguény n-szer (n € N1 differencidlhaté, ha Dom f(™) = Dom f.

— Az [ figguény végtelenszer differencidlhatd, ha minden n € N esetén Dom f(™) = Dom f tel-

jesiil. Az A C R nyilt halmazon értelmezett R értékii végtelenszer differencidlhato fliggvények
halmazat C*°(A,R) jeldli.
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— Az f fiigguény n-szer (n € NT) folytonosan differencidlhatd, ha f n-szer differencidlhaté és
™ folytonos. Az A C R nyilt halmazon értelmezett R értékti n-szer (n € NT) folytonosan
differencidlhaté fiiggvények halmazdt C™ (A, R) jeloli.

Megjegyzés. A fenti definiciéban minden fiiggvényre értelmeztiik az (f ("), en filggvénysorozatot,
azonban konnyen lehet, hogy valamely i € N esetén Dom f( = (), és ekkor természetesen minden
N S j > i esetén is Dom f) = (.

9

6.20. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R differencidlhatd fiiggvény.
1. Az f fliggvény pontosan akkor konvex, ha f' monoton nové.
2. Az f figgvény pontosan akkor konkdv, ha f' monoton csokkend.

Bizonyitds. 1. Legyen I C R nyilt intervallum, f : I — R konvex differencidlhaté figgvény és
legyen a,b € I, a < b. Megmutatjuk, hogy ekkor f'(a) < f/(b). Minden « € ]a, b[ esetén

_zfab_i_bf:c
Jj_bfa bfaa’
.. T—a b—=x , T—a b-—z , .. , .. iy
valamint ——, —— € [0, 1] és + = 1. Tehét az f fuggvény konvexitdsa alapjan
b—a’'b—a b—a b—a

T—a b—=x T—a b—ux
o) = (Fob4 =) < 10 + s @)

Rovid szdmolassal ebbdl az egyenlétlenségbol

f@) = fla) _ fO) = fla) _ flx) = f(b)
T —a - b—a - r—b
adédik, amibél
(a) = lim f(wiii(a) - im, f(w:z:i‘(a) < f(bl)):i‘(a) <
o fl@) = fb) L fla) = f)
e A Sy el A L)

kovetkezik.
Megforditva, legyen I C R nyilt intervallum, f : I — R olyan differencidlhaté fiiggvény, hogy f’
monoton névé és legyen a,b € I. Megmutatjuk, hogy ekkor minden ¢ € [0, 1] szdmra

flta+ (1 —t)b) <tf(a)+ (1 —1)f(b)
teljesiil, vagy masképp, hogy a
g:[0,1] =R t— fta+ (1 —=1t)b) —tf(a)— (1 —2t)f(b)

fiiggvényre g < 0 teljesiil. A g fiiggvény a folytonossdga és a [0,1] kompaktsdga miatt felveszi a
maximumét valamely ¢o € [0,1] pontban. Tegyiik fel, hogy ¢(tg) = ¢ > 0. Ekkor a Rolle-tétel
bizonyitdsa alapjan ¢’(tp) = 0. Mivel f/ monoton névd és

g'(t) = f'(tla = b) +b)(a = b) — f(a) + f(b),
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ezért ¢’ is monoton névs. Tehdt minden z € Jtg, 1] esetén ¢’(z) > 0. A Lagrange-féle kozépértéktételt
alkalmazva a [to, 1] intervallumra, azt kapjuk, hogy létezik olyan z € |tg, 1], melyre

9(1) = g(to) = ¢'(2)(1 — to),
azonban g(1) —g(tg) =0—c < 0és ¢'(2)(1 —tg) > 0. Mivel ellentmondést kaptunk igy a g(tp) = ¢ >0
feltételezés nem helytalld, vagyis a g fliggvény maximuma nem lehet szigorian pozitiv.

2. A konkav eset a —1 szammal valé szorzdssal visszavezethetd a konvex esetre.

6.21. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum és f : I — R kétszer differencidlhato fliggvény.
1. Az f fligguény pontosan akkor konvez, ha f” > 0.
2. Az f fiigguény pontosan akkor konkdv, ha f” < 0.

Bizonyitds. A 6.20 el6z6 allitas és a 6.14 tétel alapjan nyilvdnvald.

6.22. Tétel. (Silyozott szdmtani és mértani kozép kézotti egyenlbtlenség.) Legyenn € NT | és minden
n

ie{l,...,n} esetén x; € RT és a; € [0,1] olyan, melyre Z ar = 1 teljestil. Ekkor
k=1

n n
IR
k=1 k=1
Bizonyitds. Az exponencidlis fiiggvény konvexitdsabdl és a Jensen-egyenlétlenségbdl adodik.

exp <Z ay log xk> < Z ay exp(log )

k=1 k=1

6.23. Tétel. (Holder-egyenlétlenség.) Legyen n € N, és x;,y; € Ry minden i € {1,...,n} esetén,
valamint o, 8 € 10,1[ olyan, hogy o+ B = 1. Ekkor

n n o n
=1 =1 1=1

B

n n

Bizonyitds. Legyen x = le ésy = Zyi. Ha 0 < x,y, akkor a sulyozott szdmtani és mértani
i=1 i=1

kozép kozotti egyenlStlenség alapjdn minden ¢ € {1,...,n} szdmra

CIORNERIO
x Y x Y
teljesiil, melyet Osszegezve az ¢ indexre

1 < 1< 1 —
s BZZE?Z/ESQEZSCNLﬂ—Z%:OHFﬂ:l
Yy =1 =1 yi:l

adodik. Ennek atrendezése a bizonyitandé egyenlétlenség.
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6.24. Tétel. (Minkowski-egyenlétlenség.) Legyen n € Nt és x;,y; € RY minden i € {1,...,n}

esetén, 'Uala/mint p S [1, OO[. Ekk07
=1

(Sewr) < ()

Bizonyitds. Legyen n € NT, és x;,y; € Rf minden i € {1,...,n} esetén, valamint p € [1,00[. A
Holder-egyenlotlenség felhasznélasaval

=

n

Zxﬂr% le+yz iUz'FZ.Tl—i—yz Ly, =
=1

i=1

n

(2 +9)")" "7 (@0)F + 3 (@ +9)P) 77 (WF)7 <

i=1

§<2($i+yi)p> ' (fo)er(ny)p

adédik, aminek az atrendezése a bizonyitandé tétel.

|

@
Il
i

6.9. Taylor-sorfejtés

6.25. Tétel. (Taylor-formula.) Legyen a,b € R, a < b, n € Nt és f : R — R olyan fiiggvény,
melyre [a,b] C Int Dom f. Tegyiik fel, hogy az f fiigguény n-szer folytonosan differencidlhatd az [a, b]
halmazon és (n + 1)-szer differencidlhaté az |a,b| intervallumon. Ekkor minden p € RY paraméter
esetén létezik olyan & € Ja, b, melyre

(k) (n+1)
f(b) = E:f ()w—a)4ﬁiilﬁgw—gw“f%b—@2

|
— k! nlp

Bizonyitdas. Tetsz6leges A\ € R paraméter esetén definidljuk a

f(k)
g:la,b] = R x— f(b Z — ) — \(b—2)P.

fliggvényt. Ekkor a

b—@k—Aw—aw
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vélasztds esetén g(a) = g(b) = 0 teljesiil. Mivel a g fliggvény folytonos az [a,b] intervallumon és
differencidlhaté az intervallum belsejében, valamint g(a) = g(b) = 0, ezért a Rolle-tétel értelmében
létezik olyan £ € ]a, b[ pont, melyre ¢'(£) = 0 teljesiil.

Most meghatarozzuk a ¢’ fliggvényt.

) (5 ’
(f k:'( )(b—x)k) +pA(b — )Pt =

<f(k+1)(x) (b _ :C)k _ f(k)(x)k(b _ ;L')kl) er/\(b _ :L.);Dfl —

~ k! k!
L pkD) (g npR) (g
=-> fT()(bf 2)F+y (J;_(l))! (b—az) 4+ pAb—a)P ! =
k=0 k=1
" p(kt1) nol (k)
=—Z%l'($)(b—x)k+ %ll(x)(b—x)um(b—x)l’—lz
k=0 ) k=0 ’
fr (@)

Vagyis a ¢’ (£) = 0 egyenletbdl

ffn;!(g) (b—a)" 4+ Apb— Pt =0

adddik, amibe beirva A értékét és adtrendezve a bizonyitani kivant egyenloséghez jutunk.
Kiilon definidljuk a fenti tétel két specidlis esetét.

6.5. Definicié. Legyen a,b € R, a < b, n € Nt és f : R — R olyan fiiggvény, melyre [a,b] C
Int Dom f. Tegyiik fel, hogy az f fliggvény n-szer folytonosan differencidlhaté az [a, b] halmazon és
(n + 1)-szer differencidlhaté az ]a, b[ intervallumon.

— Ekkor a Taylor-formula alapjan létezik olyan & € |a, b[, melyre

") (g (n+1)
10 =Y 00w+ E g
k=0

Fr(E) R L s , , N

W(b —a) kifejezést Lagrange-féle maradéktagnak nevezzik.
n !

— Ekkor a Taylor-formula alapjan létezik olyan & € |a, b[, melyre

teljesiil, amibdl a

"R (g (n+1)
o) =3 o0+ E g6 - a)
k=0

F)
=2 (b—&)"(b — a) kifejezést Cauchy-féle maradéktagnak nevezzik.

teljesiil, amibdl a
n!

6.6. Definicié. Legyen f : R — R, n € N*t, és a € Dom f™. Az f fiigguény a pontbeli n-ed foki
Taylor-polinomjdnak nevezzik a

2

®) (g
f k'( )(:L'fa>k

NE

T 4(2)

~
Il

0
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polinomot. Ha f € C*°(R,R) és a € Dom f, akkor az f fiigguény a pontbeli Taylor-sordnak nevezzik
a

(k) (g
zﬂwé;%fg)u—mk

hatvanysort.

6.7. Definicié. Legyen f: R — R és a € Int Dom f'. Az f figgvény a pontbeli érintéjének nevezziik
a T1f7 ., bolinomot, vagyis az érinté egyenlete

y(x) = fla) + f'(a)(z — a).

6.8. Definicié. Legyen f,g : R — R, n € Nt ésa € Int(Domf(") N Domg(”)). Azt mondjuk,
hogy az f és g figguények az a pontban n-ed rendben érintkeznek, ha minden n > k € N esetén
f®) (a) = g™ (a) teljesiil.

6.26. Tétel. Legyen f: R — R, n € N, és a € Int Dom ("), és legyen P, olyan n-ed foki polinom,
mely n-ed rendben érintkezik az f fligguénnyel az a pontban. Ekkor P, = Tﬂ;a.

Bizonyitds. Legyen f:R — R, n €N, és a € Int Dom (™), és legyen P, olyan n-ed foki polinom,
mely n-ed rendben érintkezik az f fiiggvénnyel az a pontban. Az n = 0 esetben nyilvanval6 az allités,
ezért tegyiik fel, hogy n > 1. Legyen

Pu(z) = bp(z —a)f
k=0

olyan polinom, mely n-ed rendben érintkezik az f fliggvénnyel. Teljes indukciéval egyszeriien igazol-
haté, hogy minden j € {0,...,n} esetén

D) S KL ke
PP = Y e o

teljesiil. Az n-ed rendben val6 érintkezés miatt minden j € {0,...,n} szdmra
9@ =PP@) D)=t

@ (a

teljesiil, vagyis b; = — ezért
4!

n ) (g
Pale) = 3 L@ g 7 (),

k!
k=0
6.27. Tétel. (Infinitezimdlis Taylor-formula.) Legyen f :R — R, n € NT és a € Dom f(™). Ekkor

@) =T, @)

n
z—a | — al

=0.
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6.10. Lokalis széls6érték jellemzése

6.9. Definicié. Legyen f: R - R és a € R.

— Az f fiigguénynek lokdlis mazimuma van az a pontban, ha létezik » € RT, hogy minden z €
B,(a) NDom f esetén f(a) > f(x).

— Az f fiigguvénynek lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € R*, hogy minden z €
B,(a) NDom f esetén f(a) < f(x).

— Az f fligguénynek lokdlis szélséértéke van az a pontban, ha lokilis maximuma vagy lokalis min-
imuma van az a pontban.

— Az f fiiggvénynek szigori lokdlis maximuma van az a pontban, ha létezik r € R™, hogy minden
a # x € By(a) NDom f esetén f(a) > f(z).

— Az f fiigguénynek szigori lokdlis minimuma van az a pontban, ha létezik r € R™, hogy minden
a # x € By(a) NDom f esetén f(a) < f(x). f figguénynek szigori lokdlis szélséértéke van az a
pontban, ha szigoru lokélis maximuma vagy szigori lokalis minimuma van az a pontban.

6.28. Tétel. Legyen f : R - R, 1 <n €N, a € Dom f("). Tegyiik fel tovdbbd, hogy minden i € N,
1 <i<n esetén f(a) =0, valamint £ (a) # 0.
1. Az f fliggvénynek pontosan akkor van szigoru lokdlis maximuma az a pontban, ha n pdros, €és
f™(a) < 0.
2. (A)z f fiiggvénynek pontosan akkor van szigori lokdlis minimuma az a pontban, ha n pdros, €és
" (a) > 0.

3. Ha n pdratlan, akkor az f fligguénynek nincsen lokdlis szélséértéke az a pontban.

Bizonyitds. Legyen f : R - R, 1 <n € N, a € Dom f(") és tegyiik fel, hogy minden i € N,
1 <i<nesetén f(a) = 0 teljesiil, valamint £ (a) # 0. Az 1. pontot igazoljuk, a masodik pont a
—1 szdmmal val6 szorzassal visszavezethet6 az elsore.

Mivel a € Dom f(™ ezért létezik olyan r € RT, hogy Ja —r,a +r[ C Dom f. Az infinitezimalis
Taylor-formula alapjdn (6.27 tétel) a

f@) = T4 (2)
v:la—ra+r[—R T > |z —al”
0, ha z=a

, ha x#aq;

fiiggvény folytonos, tovabba a derivaltakra vonatkozé feltételek miatt

f"(a)

n!

T a(x) = fla) +

(x —a)",

vagyis az x # a esetben

fl@) = fla)  f") (@-a)"

ola) = |z —al” n! |z —al™’
amibol )
@) = s = o —a (T 200 o)) (6.1)
kovetkezik.

1. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvénynek szigora lokalis maximuma van az a pontban. Ekkor 1étezik
olyan 01, hogy minden z € Ja — d1,a + 91\ {a} esetén f(x) < f(a). Legyen § = min{r,d;}. Ha n
péros, akkor (6.1) képlet alapjén

() (a
@)= @ =l —al" (5 4 pt@)).
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vagyis minden z € |a — §, a + §] szdmra

f"(a)

0>
n!

o) = —nlp(z) > f™(a),

amibél a lim p(z) = 0 hatérérték miatt 0 > f(™(a) adédik, azonban feltettik, hogy f(™(a) # 0,
r—a

ezért 0> f("(a).
Ha n paratlan, akkor a lim ¢p(x) = 0 hatdrérték miatt 1étezik olyan d; € RT paraméter, hogy minden
r—a

x € la — 61,a + 1] esetén

f™(q
olx) < ‘ n!( ) .
Legyen § = min {r, 41 }.
Ha 0 < f("(a) és € ]a,a + §[, akkor a < , % =1, tehét a (6.1) képlet alapjan
xr—a
. ) (q
fl@) = fla) =z —a|"- (f n,( ) w(w)) >0,

vagyis f(x) > f(a) miatt az f fiiggvénynek nem lehet lokdlis maximuma az a pontban.

(z —a)"

Ha 0 > f(™(a) és x € Ja — §,a], akkor x < a, | B = —1, tehdt a (6.1) képlet alapjan
r—a

() (g
@)= @ =le—al" (L 1 (@) >0,

vagyis f(z) > f(a) miatt az f figgvénynek nem lehet lokdlis maximuma az a pontban.
2. Tegyiik fel, hogy n paros és f(™(a) < 0. A (6.1) képlet alapjin

() (a
@)= @ =lo-al (E 4 (o))

A lim ¢(z) = 0 hatdrérték miatt 1étezik olyan 6; € RT, hogy minden Ja — d1,a + 1] esetén

Tr—ra

) (g
fT() + ¢(x) < 0.

Ekkor a § = min {r, §; } szdmra teljesiil az, hogy minden = € |z — §,2 + §[ \ {a} elemre
(g
@)= @ =l —al" (5 4 o) <o,

vagyis f(z) < f(a).
6.29. Tétel. Legyen f € C*(R,R), a € R, ésr € R olyan, hogy B-(a) C Dom f. Tegyiik fel, hogy
IK € Rvn € Nvz € B,(a) : (’f(")(:c)‘ < K)

teljesil, ekkor

0 £(k) (g
flo)=>_ ! k!( )(z —a)* vz e B.(a).
k=0
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Bizonyitds. Legyen f € C*(R,R), a € R, és r € R olyan, hogy B,(a) C Dom f, tovabb4 legyen
K € R olyan, hogy
Vn € Nvz € B, (‘ﬂ") ‘ )

teljesiil. Legyen x € B, (a) rogzitett szdm. A Taylor-formula alapjdn, minden n € N esetén 1étezik
olyan y € B (a), hogy

" f®)(a (n+1) K
Z ZC—a)k — ‘f (y) (:L,_a)n-l-l S Tn—i-l.
= (n+1)! (n+1)!
Mivel az n +— mr”“ sorozat a nulldhoz tart, ezért
n !
| " 0@,
Jm, @) =2, T @)t =0

amibol kovetkezik a bizonyitandé allitas.

6.30. Tétel. Legyen c € R és a,b: N — R olyan sorozat, melyre létezik v € RY szdm, hogy minden

x € B,(0) esetén
= Z arx® = Zbkzk = Py(x)
k=0 k=0

teljestil. Ekkor a =b.

Bizonyitds. Legyen n € N. A hatvéanysorok n-edik derivaltja

P(n Z ak Z k = Pb(n) (:L')

Amibdl az x = 0 helyettesités utan a,, = b, addédik. Mivel ez minden n € N esetén teljesiil, ezért
a=b.

6.31. Tétel. Ha x € |—1,1[, akkor

o~ (—1)k
log(1 + x) :Z
:Ok—i—l

— (=1)*
Bizonyitds. Az AL
Y ;O k+1

esetén jol értelmezett az

hatvénysor konvergenciasugara R = 1, ezért minden = € |—1,1]

fiiggvény. Valamint Dom log = R™ miatt minden x € ]—1, 1] esetén j6l értelmezett az

f(z) =log(1 + x)
fiiggvény. A hatvanysor illetve a logaritmus fliggvény derivédlasi szabaly alapjan

1

f(a) = T ()
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o)=Y ()

k=0

Mivel |z| < 1, ezért a geometriai sor 6sszegképlete alapjan (f —g)’ = 0 a]—1, 1] intervallumon. Vagyis
létezik olyan C € R szdm, hogy minden x € |—1, 1] esetén f(z) = C + g(x). Mivel f(0) = g(0) =0,
ezért C = 0. Vagyis minden z € |—1,1[ szdmra f(z) = g(z).

6.11. Binomialis sorfejtés
6.10. Definicié. Legyen z € C és n € N, ekkor
1 ha n =0,

(z) N B B
n H Pl ha n #0.
k=0
6.32. Tétel. (Binomidlis-sorfejtés.) Minden o € R és x € |—1, 1] esetén

(14 2)* = i <Z>zk

k=0

Bizonyitds. Legyen f(z) = (1+x)%, és P(x) = Z <a> zF A

k
k=0
lim G | lim Lk“‘ —1,
k—o00 (2‘) k—o0 k—1

hatdrérték alapjan a hatvdnysor konvergenciasugara 1, vagyis minden = € |—1,1[ esetén a P(x)
hatvanysor konvergens.

P I
Megmutatjuk, hogy <7) =0. Ez az

k=1 k=0
-1 a—1 %) k1 N R P Nk
(1+x) ; <k>z +; (k T l;)a f T

egyenl6ségbol kovetkezik, ahol felhasznaltuk, hogy minden o € C és k € N esetén

e, 5 ) +u () -a(}) o

P
Mivel ( — ) = 0, ezért létezik olyan ¢ € R konstans, melyre f = cP teljesiil a |—1, 1] halmazon.

Tovabba az f(0) = P(0) miatt ¢ = 1, vagyis f = P.
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7 Hatarozatlan integral

7.1. Primitiv fuggvény és tulajdonsagai

7.1. Definicié. Legyen I C R nyilt intervallum, és f : I — R. A differencialhaté F : I — R
fiiggvényt az f primitiv figgvényének nevezziik, ha F' = f teljesiil. Az f figgvény hatdrozatlan
integrdaljinak nevezzik az

(F:I-R|F =f}

halmazt, melyre az [ f vagy [ f(x)d« szimbélumot hasznaljuk. Az integral jel utdn &llé fiiggvényt
gyakran integrandusnak nevezzik.

7.1. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f : I — R és FF : I — R az f bdrmelyik primitiv
fligguénye. Ekkor

/f:{F+C|C€R}.

Bizonyitds. Legyen I C R nyilt intervallum, f: 1 - R és F : I — R az f primitiv fiiggvénye.

Ha G € (F + C] C € R), akkor 1étezik olyan C € R, melyre G = F + C. Ekkor G' = F' = f, vagyis
a G figgvény is az f primitivfiiggvénye.

Ha G : I — R az f primitiv fiiggvénye, akkor G’ = f, tehdt (G — F)’ = 0. Ebbdl a 6.14 tétel alapjan
kovetkezik, hogy 1étezik olyan C € R, szdm, hogy G — F = C, vagyis G € (F 4+ C| C € R).

Megjegyzés. A fenti tétel nem igaz, ha I nem 0Gsszefiiggd halmaz!

A fenti tétel miatt, ha F az f fiiggvény egy primitiv fiiggvénye, akkor az

[1=r+c

rovidebb, de pontatlanabb jel6lést is hasznéljuk.

7.2. Tétel. Legyen I C R nyilt intervallum, f,g : I — R pedig olyan, hogy mindkettének Iétezik
primitiv figgvénye. Ekkor minden ¢ € R szdmra

Jura=[1+[o & [en=c[s

Bizonyitds. Az F,G : I — R differencialhaté fiiggvényre vonatkozo
(F+G)=F+¢& (cF) =cF’
derivélasi szabalybdl kovetkezik.

7.3. Tétel. (Elemi hatdrozatlan integralok.) Legyen a € R\ {—1}. Ekkor az integrandus értelmezési
tartomdnydnak nyit intervallumain az aldbbiak teljestilnek.
cos = sin+C

/exp =exp+C /sin = —cos+C

/ldx:10g|z|+0 /sh:ch+C /ch:sh+C
T
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7.2. Integralasi moédszerek

7.4. Tétel. (Parcidlis integrdlds.) Legyen I C R nydt intervallum, f,g: I — R pedig olyan, hogy [ és
g differencidlhatd, valamint az fg' fiigguénynek létezik primitiv figgvénye. Ekkor az f'g fiigguvénynek

is létezik primitiv fligguénye és
[wo=s9- [ )

Bizonyitds. Legyen I C R nyilt intervallum, f,g: I — R pedig olyan, hogy f és g differencialhatd,
valamint az fg’ fiiggvénynek 1étezik primitiv fiiggvénye.
Legyen F' € fg— [(fg'). Ekkor

teljestil.

fngE/(fg/) - (fg—F)=fd — [flg+fd—-F=fd — F =[fyg,

vagyis F € [ (f'g), ezért az f’g fliggvénynek is létezik primitiv fiiggvénye, valamint

fo- [ugrc [t
teljesiil.

Most megmutatjuk, hogy [ (f'g) € fg — [ (fg’). Ehhez legyen F € [ (f'g). Ekkor a bizonyitandé
F e fg— [(fg) kifejezés ekvivalens alakja az alabbi.

fg—Fe / (fg")
Ez viszont egyszeriien adédik az
(fg—F) =fg+fgd—fg="rg
derivalasbol.

7.5. Tétel. (Helyettesitéses integrdlds.) Legyen I, J C R nydt intervallum, f : I — R olyan fiiggvény,
amelynek létezik primitiv figgvénye, és legyen ¢ : J — I diffeomorfizmus. Ekkor az (fop)e’ : J = R
fiigguénynek létezik primitiv fiigguénye €és

Jaenw=([1)ee

Bizonyitds. Legyen I, J C R nyilt intervallum, f : I — R olyan fiiggvény, amelynek létezik primitiv
fliggvénye, és legyen ¢ : J — I diffeomorfizmus.

Megmutatjuk, hogy az (f o ¢)¢’ : J — R fiiggvénynek létezik primitiv fliggvénye. Legyen F € [ f és
legyen G = F o p. A kozvetett fiiggvény derivaldsi szabdlya alapjan

G'=(Fop)-¢=(fop) ¢,

vagyis G € [(fop)¢’. A fenti gondolatmenetbsl

([£)orc [uonw
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is kovetkezik.
Most igazoljuk, hogy

/(fosa)sa’§</f>osa

teljesiil. Legyen F € /(f o)y, ami azt jelenti, hogy F' = (f o p)¢’. Azt kell igazolni, hogy

Fop ! e [f, ami ekvivalens azzal, hogy (F o ') = f. A fliggvénykompozicié derivéldsdra
vonatkozd lancszabdly, és az inverzfiiggvény derivélasara vonatkozo

—1\/ __
(90 ) - / —1"
szabdly felhasznédlasdval a bizonyitandé
(FO 8071)/ — (F/ o 8071) . (8071) —

=(((fop)-¢)op™) —= =

egyenléség adodik.

Megjegyzés. Legyen I, J C R nyilt intervallum, f : I — R olyan fiiggvény, amelynek létezik primitiv
fliggvénye, és legyen ¢ : J — I differencidlhaté homeomorfizmus. Ekkor a fenti képlet az

[ et ® at= [ @) az

az alakban frhat6 fel az x = ¢(t) helyettesitéssel. o

7.6. Tétel. (Az elemi fiiggvények inverzének az integrdlja.) Az integrandus értelmezési tartomdnyd-
nak nyilt intervallumain az aldbbiak teljesiilnek.

/arcsin(:c) dz = zarcsing + /1 — 22 + C z €] —1,1]
arccos(z) dz = zarccosz — /1 — 22+ C z €] —1,1]
arctg(x) da = xarctgx — %log(l +23) +C ESBIN
arsh(x) dz = zarshe — /1+22+C ESBIN
arch(z) dx =zarche — V22— 1+ C x €]1,00]
arth(x) dx:xarthx—i—%log(l—xQ)—i—C x €] —1,1]

log(z) dz = xlog(z) —x+C x €]0, 00]

— S

Bizonyitds. Mindegyik formula a parcidlis integrélas kovetkezménye.
Az els6 integralt megmutatjuk részletesen. Legyen

f]-1,1] T
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g:]-1,1] x +— arcsinz
v ]-1,1] x =1 — 22

Ekkor f, g és ¢ differencidlhaté fiiggvény, valamint

() =~
4 1— a2
formula felhasznédldsaval azt kapjuk, hogy az fg’ fiiggvénynek létezik primitiv fliggvénye, hiszen
(—o)'=fgd — -pe / (f9)-
A 7.4 parcidlis integralds tétele alapjdn az f’g fiiggvénynek is 1étezik primitiv fliggvénye és
[wo=s9- [ 19)
teljestil, ami ebben az esetben az aldbbi egyenlGséget jelenti.
Jucsin@)az= [ f@g@)as= falga@) - [ )@ az =
= garcsine — (—¢(z)) + C = zarcsinz + V1 — 22+ C

A parcidlis integrélds segitségével szamolhaté az aldbbi tipusu integral.

polinom polinom

exp, log exp, log

/ sin, cos ' sin, cos
sh, ch sh, ch

7.7. Tétel. Legyen n,m € N. FEkkor az R bdrmely nyilt intervallumdn az

/ sin” cos™

integralt az aldbbi modszerek rekurziv alkalmazdsdval lehet kiszamolni.
1. Ha m =0, akkor

1

2k+1
/sin”x dz =
—/(1—t2)k dt, t=cosz ha n=2k+1(keN).

/(17cost)k dt, t=2zx ha n =2k (keN),

2. Han =0, akkor
1

ok+1
/cosmx dx =
/(1—t2)k dt, t=sinx ha m=2k+1 (ke€N).

/(1+cost)k dt, t=2x  ha m =2k (keN),

3. Ha n paratlan, akkor a t = cosx, ha m pdratlan, akkor at = sinx helyettesités egyszerisiti az
integralt.
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4. Han és m pdros, valamint n = 2k, m = 2l (k,1 € N), akkor

1
SR /(Sin% t)(1+cost) ™ dt, t=22 ha n<m,
sin"zcos™x dz =
/ ar=g T
ok+i+1 (sin™ t)(1 — cost) dt, t=2x ha n>m.

Bizonyitds. A helyettesitéses integralds alapjan egyszeriien igazolhaté.

7.8. Tétel. Legyen a € R\ {0}, b,c €R ésn € NT.

b
1. Ekkor az R\ {——} halmaz nydt intervallumain
a

1
—log |ax + b| + C, han=1;
a

1
/ (ax + b)" do= 1 . 1
a(l—=n) (ax+b)"1

+C, han>1.

teljestil.
2. Ha b? — 4ac < 0, akkor az R halmazon

/ 1 q 2 arct < 2ax + b ) Lo
— dr=———ar —_— ,
ax? +bx +c Vdac — b? & Vidac — b?

és ha b* — 4ac > 0 akkor az {x € R| ax?® + bx + ¢ # 0} halmaz nyilt intervallumain

2ax + b — Vb? — 4ac LC
2ax + b+ Vb2 — 4dac

1 1
- - — 1
/az2+bz+c dx Vb2 — 4ac o8

teljesul.
3. Han >1 ésb®>—4ac #0, akkor az {x € R| az® + bz + ¢ # 0} halmazon

/ 1 do = 2ax +b n
(az? + bx + ¢)» (1 —n) (b2 — 4ac)(ax? + bz + c)n—1

2(2n — 3)a 1
(1 —n)(b? — 4ac) / (az? + bz + )71 dz.

4. Az {x € R| az? + bz + ¢ # 0} halmazon

/# dx—ilo ’amQ—l—bx—l—c’—i/; dx
ax? +bxr+c " 2a & 2a | az?+bxr+c

5. Han > 1 ésb? —dac # 0, akkor az {x € R| ax? + bx + ¢ # 0} halmazon

/ T do = bx + 2c n
(azx? + bx + ¢)» ~ (n—1)(b2 — 4ac)(ax? + bz + c)n1
(2n — 3)b 1
+
(n—1)(b%? — 4ac) J (az? + bz + c)"~1

dx.

Bizonyitds. Derivalassal egyszeriien adddik.
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7.3. Parcidlis tortekre bontas

A kovetkezd tétel szerint barmely két polinomnak a hanyadosa integrédlhaté az elézé tételben
szereplé formuldk segitségével. Azt a moddszert, ahogy visszavezetjiik a polinomok hanyadosit a
fenti tételben szereplo integrandusokra parcidlis tortekre bontdsnak nevezik. Mivel a tétel bizonyitasa
bizonyos linearis egyenletrendszerek egyértelmii megoldhatésaganak a vizsgalatardl szél, és szamos
tételt felhasznal a linearis algebra témakorébol, ezért nem ismertetjiik.

7.9. Tétel. (Parcidlis tortekre bontds.) Legyen P,(x) egy tetszdleges n-ed foki-, Qum(x) pedig egy
olyan m-ed fokiu polinom, melynek a féegyiitthatdja 1.
1. Ha n > m, akkor létezik egyetlen olyan P(x) (n — m)-ed foki- és m-nél kisebb foki P(x)
polinom, hogy

P, _ P
Qm(z) Qm(x)
teljestil.
2. A Qn, polinomhoz léteznek olyan egyértelmiien meghatdrozott (N;)i=1,....k, (Pi,4i)i=1,...,1 pdron-
ként kilonboz6 valds szamok és szdmpdrok, valamint (2;)i=1,.. &, (Vi)i=1,...; természetes szamok,

hogy minden x € R esetén

k l
Qm(l') = (H(:L‘ + )\Z>21> <H(x2 + pir + qi)vi>

=1 =1

teljesiil, tovdbbd egyetlen 1 < i <l esetén sem létezik valds gydke az 2% + p;x + ¢; polinomnak.
Han < m, akkor egyértelmien léteznek olyan (fij)i=1.... kij=1,....2:» (Qij, Bij)i=1,...15j=1,...,v; Valds

3] ) i

szdmok, hogy

P(x) a Lij LS agz ot By
Qm () _Z (z+ Ni)d +ZZ (22 + pix + ¢;)7

i=1 j=1

P,
teljesiil minden x € Dom —= elemre.

Qm
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8 Hatarozott integral

8.1. A Riemann-integral

8.1. Definicié. Az [a,b] korldtos intervallum felosztdsdn egy olyan (z;)i=o,..n Szdm n-est értiink
melyre g = a, , = b, és minden 0 < i < n — 1 esetén x; < x;41 teljesil. Az [a,b] intervallum
felosztésainak a halmazat Fl@ jeloli, azaz

Flabl _ {ze U}—(n,[a,b])‘ n e N\{0,1}, zo=a, xp_1=0b, Vie (n—1): xi<zi+1}.
n=2

Azt mondjuk, hogy az = € Fl felosztas finomabb, mint az y € F*! felosztés, ha Rany C Ranz,
melyet az y < x szimbélummal jeloliink.

Vagyis az = (zo, ..., x,) € Fl@! felosztds pontosan akkor finomabb, mint az y = (yo, ..., ym) €
Flobl felosztés, ha
{yOa"'aym} g {5503---’1'71}
teljesill, és ezt az y < x vagy masképp a (v;)i=o,....m < (%:)i=o,....n sSzimbSlummal jel6ljiik.

8.2. Definicié. Legyen © = (2;)i=0,...n és ¥y = (Yi)i=0,...m az [a,b] korldtos intervallum egy-egy
felosztasa. Legyen

L={x;]0<i<n}U{y| 0<i<m}, k=|L|-1,

és definidljuk a (2;);=0,... r szdmokat az aldbbi rekurziéval.
— Legyen zp = a.
— Ha z; ismert és i < k, akkor legyen
zip1 = min (L\ {z0,...,2:}) .

Ekkor a z = (Zi)i:O _____
szimbdélummal jeloljiik.

r felosztast az x és az y felosztds egyesitésének nevezzik és a z = z Uy

8.3. Definicié. Legyen f : [a,b] — R korldtos fiiggvény és = = (;)i=0...n € F egy felosztés.
Ekkor az f fligguény (x;)i=o,... n felosztdshoz tartozd alsé kozelitd dsszege

.....

sa(f) £ ;1 <t€[ inf f(t)) (zia1 = 72).

Ti,Tit1)

és felsd kozelité dsszege

Sx(f) 2 i (te[SHP f(t)> (Tip1 —24).

i=0 Ty Tit1]

Tovabba definidljuk az alsd- és felsé kozelitd osszegek értékeinek a halmazdt.

s(f) = {sm(f) ER|z e ]:[avb]}
S() = {8.(1) e Rl & € Flotl}

8.1. Tétel. Legyen f : [a,b] = R korldtos figgvény.
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1. Minden x € F1oY felosztds esetén s, (f) < Sa(f).

2. Ha z jeldli az [a, b] intervallum trividlis folsztdsdt, azaz z = (a,b), akkor minden mds x € Flo:*]
felosztds esetén s, (f) < s.(f) és Sx(f) < S.(f).

3. Ha az x,y € FloY felosztasra x < y teljesiil, akkor s;(f) < s,(f) és Sy(f) < S.(f).

4. Bdrmely x,y € F1*P felosztdsra s,(f) < S,(f) teljesiil.

5. Az s(f) halmaz felilrél korldtos, valamint az S(f) halmaz alulrdl korldtos.

Bizonyitds. Legyen f : [a,b] — R korldtos fiiggvény, jelolje z a zp = a és z1 = b trividlis felosztast
tovabbd legyen © = (;)i=0,....n é8 Yy = (Yi)i=0,....m az [a,b] intervallum olyan felosztdsa, melyre x <y
teljesiil.

1. A definici6 alapjan nyilvanvalé.

2. Az s.(f) < s5(f) egyenl6tlenséget

n—1 n—1
= inf — f i1 — L) =
Sm(f) ; <t€[zlfzi+1] f(t)> Tit+1 -Tz ; (teﬂ[% . f ) ($z+1 ;)

= (int, 1) 0= 0) = 5.(6)
t€la,b]

igazolja, ehhez hasonléan mutathaté meg, hogy S, (f) < S.(f) teljesiil.

3. Tegyik fel, hogy az z felosztdst oly médon finomitjuk, hogy valamely j € {0,...,n — 1} esetén az

[, xj4+1] szakasz belsejébdl hozzavesziink még egy c osztépontot. Jeldlje x’ az igy kapott felosztast.

Mivel

<temf f(t)) (c— ;) + (te[inf f(t)> (@j41 —€) >

[x;,c] ¢,xj41]

> (int F0) e+ e - ) = (_inf 70 (201 - 2)

mj,zj+1] te[zjvmj+1

( sup f(t)> (c—aj) + ( sup f(t)) (Tj41 —c) <
te(z;,cl t€le,xj+1]

< ( sup ]f(t)> (e =2j) + (zj41 —¢)) = < sup ]f(t)> (Tj41 — x5),

t€[Ij,Ij+1 tE[I]‘,Ij+1

ezért s;(f) < sur(f) és Sz (f) > Sz (f).

Mivel az y felosztast megkaphatjuk az = felosztasbdl véges sok 4j osztépont hozzavételével, ezért
52(F) < sy(f) 65 S(f) > Sy(f) teljesil,

4. Legyen z,y tetszOleges felosztdsa az [a, b] intervallumnak, és tekintsiik a z = x Uy felosztdst. Ekkor
x < zés y <z, amibél az el6z6 pont alapjan s, (f) < s.(f) és S.(f) < Sy(f) adédik. Mivel az 1.

pont alapjin s.(f) < S.(f), ezért s.(f) < 5, (f).
5. Mivel minden z felosztasra z < x teljesiil, ezért

s:(f) < sa(f) < Sa(f) < S:(f),
ami igazolja, hogy az s(f) halmaz feliilr6l, az S(f) halmaz pedig alulrél korlatos.

8.4. Definicié. Az f : [a,b] — R korldtos fiiggvény
b
— alsd integrdljdnak nevezziik a sup s(f) mennyiséget, melynek jele [ f;
a

b
— felsd integrdljanak nevezzik a inf S(f) mennyiséget, melynek jele [ f;
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b b
b b b b
— Riemann-integrdlhatd, ha [ f = [ f, ekkor /f vagy /f(x)d:c jeloli az [ f = [ f értéket.
Tovébbd bevezetjitk az R([a, b],R) jelolést a Riemann-integralhaté fiiggvényekre, vagyis
R([a,b] ,R) £ {f :]a,b] = R| f korldtos és Riemann-integrélhatd} .

— Ha f € R([a,b],R), akkor bevezetjiik a

b

_/f

a

>

a
1
b
jelolést.
— Tovéabba minden a € R pontra, és f: R — R fiiggvényre a € Dom f esetén legyen

]fA&

— Haa,b € R, a <b, valamint f € R([a,b],R), akkor a/

a

b a
f és a/ f mennyiséget az f fligguény
b

hatdrozott integraljinak nevezziik.

8.2. Tétel. Minden f : [a,b] — R korldtos fiiggvényre

b b
lfé/f

teljesul.

Bizonyitds. Legyen f : [a,b] — R korldtos fliggvény, o = sups(f) és 8 = inf S(f). Azt kell
megmutatni, hogy o < 8. Az allitassal ellentétben tegyil fel, hogy 8 < «. Ekkor legyen ¢ = a — .
Legyen x és y az a felosztds, melyre oo — % < s5(f) és Sy(f) < B+ % Mivel a 8.1 tétel szerint minden
x,y felosztds esetén s, (f) < Sy(f), ezért

04—%<Sm(f)§5y(f)<6+%a

vagyis a — 8 < e, ami lehetetlen, hiszen a — § = ¢.

8.2. A Riemann-integralhatésag kritériumai

Ebben a fejezetben elészor csak elégséges feltételeket adunk fliggvények Riemann-integralhatdsa-
gara. A fejezet végén kozelebbrol is megvizsgaljuk a Riemann-integralhatésagra vonatkozo Lebesgue-
tételt, mely sziikséges és elégséges feltételt ad korlatos fiiggvény Riemann-integralhatésagéra.

8.3. Tétel. Minden f : [a,b] — R korldtos fiiggvényre

feR(a,b],R) — Ve e RT3z e FlIoU: §.(f) —s.(f) <e.
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Bizonyitds. Legyen f : [a,b] — R korldtos fiiggvény.
b
Tegyiik fel, hogy f € R([a,b],R) és legyen ¢ = / f, valamint ¢ € R* tetsz6leges paraméter. Ekkor

a
létezik olyan x,y felosztdsa az [a, b] halmaznak, melyre

€ €
cf§<sm(f) Sy<c+§

teljesiil. Legyen z =z Uy. Mivel x < z és y < z, ezért so(f) < s.(f) és S.(f) < Sy(f), vagyis

ezért

cfchZ(f)—sz(f)<c+£—(cfi) =c.

Ezzel igazoltuk az &llitas egyik irdnyu kovetkeztetését.

Most tegyiik fel, hogy f olyan fiiggvény, hogy minden ¢ € R™T létezik olyan z felosztds, melyre
Sz(f) — s.(f) < € teljesiil. Legyen o = sup s(f) és 8 = inf S(f). Megmutatjuk, hogy o = 5. A 8.2
tétel alapjan a < .

Tegyiil fel, hogy o < 8. Ekkor legyen ¢ = f — . A feltételezésiink alapjan ehhez a € paraméterhez
létezik olyan x felosztds, melyre S, (f) — s.(f) < e teljesiil. Ekkor

B<S(f) <sa(f)+e<ate,

vagyis a € = § — a < ¢ ellentmondést kapjuk.
Mivel a < 8 és a < 8 lehetetlen, ezért o = 3, ami azt jelenti, hogy f € R([a,b],R).

8.5. Definicié. A korldtos f : [a,b] — R fliggvény oszcilldcidja

w(f. [, b)) 2 ( sup f(t)> - ( in ]f(t)) .

tea,b] t€lab

Az f figgvény © = (z;)i=0,...n € Flabl felosztishoz tartozd oszcilldcids dsszege

1>

() 2 S wlf [z ]) (s — 1),
=0

A definici6 alapjén nyilvanval6, hogy minden korlatos f : [a, b] — R fiiggvény és z € F1*? felosztas
esetén

Qo (f) = Sa(f) — s2(f)

teljesiil.
8.4. Tétel. Minden f : [a,b] — R korldtos fiigguényre
feR(a,b],R) <= Vee R Iz e Flobl: Q.(f) <e.

Bizonyitds. A 8.3 tétel alapjan nyilvanvald.
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8.5. Tétel. Legyen f : [a,b] = R korldtos figguény. Ekkor
w(f,[a,b]) = sup |f(u)— f(v)]

w,vE€[a,b]
teljestil.

Bizonyitds. Legyen H = f([a,b]) és A = {|z —y|| x,y € H}. Mivel f korldtos, ezért a H halmaz
is korlatos, vagyis létezik az o = sup H és a 8 = inf H valds szdm. Megmutatjuk az

a— B =supA

egyenléséget, melybdl mar kévetkezik a bizonyitandé allitas.
Barmely z,y € H szamra § < z,y < « teljesiil, ezért

f-a<zr-—y<a-p

vagyis
|z —y| <a-—p.
Tehat o — B felsé korlatja az A halmaznak. Tegyiik fel, hogy létezik kisebb fels6 korlatja az A
halmaznak. Legyen § € Rt olyan fels6 korlat, melyre § < o — 3 teljesiil. Vezessiik be a pozitiv
—B—=9
€= % paramétert. Ekkor létezik olyan z,y € H, melyre a« —e < z és y < [ + ¢ teljesiil,
vagyis
r—y>a—ec—pF—ec=6>0.

Tehat van olyan z,y € H elem, melyre [z — y| > § teljesiil, tehat § nem fels korlatja az A halmaznak.

8.3. Riemann-integralas alaptulajdonsagai

8.6. Tétel. Minden f,g € R([a,b],R) és ¢ € R esetén f + g,cf,fg € R(la,b],R), vagyis az
R([a,b],R) algebra, valamint

/ab(cf)c/abf /abf+/abg/:<f+g>

Bizonyitds. Legyen f,g € R([a,b],R) és legyen ¢ € R tetszbleges paraméter. Ekkor létezik olyan
x,y € Flob felosztéds, melyre

teljestil.

teljesiil. A tovabbiakban felhasznéljuk, hogy barmely z = (2;)i—o....n € Fl@? felosztas esetén

.....

f)+s:(g

t€(zi,2zi41] t€(zi,zit1

z_: ( inf f(t)+ inf ]g(t)) (2i41 — 2i) <

O

3 s
[u

< ( inf  (f(%) +g(t))> (zit1 — zi) = s(f +9)

i—o t€(zi,zit1)
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-1

S.(f) +S:(9) = Z ( sup  f(t)+ sup ]Q(t)> (Zig1 — 2) =

te(zi,zit1] te(zi,zit1

~
(=)

i

3

Y

( sup  (f(?) +9(t))> (zi41 = 21) = S=(f + 9)-

i—0 t€(zi,zit1]
Legyen z = x Uy, azaz z az x és az y felosztas egyesitése, ekkor az
s$3(f) +82(9) < sa(f+9) < s:(f +9) <S:(f +9) < Sy(f +9) < Sy(f) + 5y(9)

egyenl6tlenségek miatt

/abf+/abg—§<sz(f+g)SSz(f+g)</abf+ng+§,

vagyis Q. (f + g) < e. Ez pedig a 8.4 tétel alapjén azt jelenti, hogy f + g € R([a,b],R). Tovabba a
fenti egyenl6tlenség alapjan

SupS(erg)S/aber/abg és infS(erg)S/aber/abg

/ab(f+g)/abf+/abg-

A szdmmal valé szorzasra vonatkozé szabdly egyszertien igazolhatd a definicié alapjan.
Legyen f € R([a,b],R) és K € RT olyan szdm, melyre minden ¢ € [a,b] esetén |f(t)| < K teljesiil.
Ekkor minden u,v € [a, b] elemre

[f2(w) = f2()] = [f(u) + F0)| - | £ () = f(0)] < 2K - f(u) = f(u)].

teljesiil, vagyis

Vagyis barmely = = (;)i—o....n € Fl®? felosztasra a 8.5 tétel alapjin

.....

Q. (f%) = _ w(f?, [wi, wiga]) - (@ip1 — ) =

sup | f*(u) — f2(v)’> (@i — ;) <

w,VE[T4,Ti41]

|
M
~//

=0

( sup |f<u>f<v>|>-2K~<zi+1:ci>2an<f>

wVE [T, Tit1]

IN
o

=

(F+9)°=(f—9)%)

=

adédik, ami azt jelenti, hogy f? € R([a,b],R). Ha g € R([a,b],R), akkor az fg =
egyenléség alapjan fg € R([a,b],R) teljesiil.

8.7. Tétel. Legyen a,b,c € R olyan, melyre a < ¢ < b, valamint legyen f : [a,b] — R korldtos
fligguény. Az f € R([a,b],R) tartalmazds pontosan akkor teljesil, ha f € R([a,c],R) és f €

R([c,b] ,R), valamint ebben az esetben
b c b
fr=]se]s
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Bizonyitds. Legyen a,b,c € R olyan, melyre a < ¢ < b, valamint legyen f : [a,b] — R korldtos
fiiggvény.

1. Tegyiik fel, hogy f € R([a,b],R). Megmutatjuk, hogy minden ¢ € R* szdmhoz létezik az [a, c|
intervallumnak olyan z felosztésa, melyre Q. (f) < ¢ teljesiil. Legyen ¢ € R tetsz6leges. Mivel
f € R([a,b],R), ezért létezik olyan z’ felosztdsa az [a, b] intervallumnak, melyre 2, (f) < €. Legyen
xo az &’ és az (a,c,b) felosztds egyesitése. Ekkor o' < xg, ezért a 8.1 tétel alapjan

Sm/(f> S 5mg(f> és Sz’(f) Z Szo (f)v
vagyis
Quo (f) = Szo (f) = 820 (f) < Sar(f) = 82/ (f) = Qur (f) <.

Ha az xo = (2;)i=o0,....n felosztasbol csak azokat az x; pontokat hagyjuk meg, melykere z; < ¢ teljesiil,
akkor az [a, c] intervallumnak kapjuk x egy felosztdsat, melyre Q,(f) < Q. (f) < e teljesiil.

A fenti gondolatmenethez hasonléan igazolhatd, hogy az f fiiggvény Riemann-integralhaté a [c, b]
intervallumon is.

c b
2. Tegyiik fel, hogy f € R([a,c],R) és f € R([c,b] ,R). Legyen a = / fésp= / f. Megmutatjuk,

hogy minden ¢ € RT szdmhoz 1étezik az [a,b] intervallumnak olyan z felosztésa, melyre
€ 3
O‘+ﬂ*§ <5m(f>§Sm(f)<a+ﬂ+§

teljesiil.
b
Ebbél ugyanis egyrészt Qr(f) < e kovetkezik, vagyis f € R([a, ], R), masrészt / f = a+ f adddik,

ami a bizonyitandd egyenloség.
Legyen € € R tetszbleges. Mivel f € R([a, c],R), ezért létezik olyan z; felosztdsa az [a, ] interval-
lumnak, melyre

a2 <sn (PSS <a+]

teljestil, és mivel f € R([c,b],R), ezért 1étezik olyan xo felosztdsa a [c, b] intervallumnak, melyre

B35 <s0alf) < Sua(f) < B+ 7.

Legyen x az x1 és xo felosztdsok osztépontjainak az egyesitésébodl nyert felosztdsa az [a,b] interval-
lumnak. Ekkor a kozelité osszegek definiciéja alapjan

$z(f) = 82, (f) + 82,(f) & Sz(f) = Sz, (f) + Sun(f),

vagyis a fenti egyenlotlenségek Osszeaddsabol

at+B-5 <s(f)SSulf)SatB+
addédik.
8.8. Tétel. Minden a,b € R, a <b szdmra C([a,b],R) C R([a,b],R) teljesil.

Bizonyitds. Legyen a,b € R, a < b és f € C([a,b],R). Megmutatjuk, hogy minden ¢ € RT
paraméterhez létezik olyan = = (2;)i=0,.. n felosztdsa az [a,b] intervallumnak, melyre Q;(f) < ¢
teljesiil. Legyen ¢ € RT. Mivel f folytonos fiiggvény és [a, b] kompakt halmaz, ezért a 5.23 Heine-tétel
alapjan létezik olyan § € RT, hogy minden u, v € [a,b] szdmra

€

ool <d = Ifw) - S0 < T
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b—a
)

Legyen n = [ ] + 1, és minden k € {0,...,n} esetén legyen

k
= — b—
Tk a—l—n( a),

és jeldlje = az (;)i=o,...,n felosztast. Ekkor a 8.5 tétel alapjdn

I
-

n

Q.(f) = _ w(fs (i, wiva]) - (Tig1 — ) =

s
I
- O

3

(]

( sup  |f(u) — f(U)|> (i1 — @) <

u,vE [T, Tiq1]

~.
[}

3
-

€ b—a

<

1=

=E.

(=)

—a n

(=)

8.9. Tétel. Ha f : [a,b] — R fiiggvény monoton, akkor f € R([a,b],R).

Bizonyitds. Legyen f : [a,b] — R monoton nové fiiggvény és € € RT tetszdleges paraméter. Meg-
mutatjuk, hogy létezik olyan x = (x;)i=0,...n felosztdsa az [a,b] intervallumnak, melyre Q;(f) < ¢
teljesiil. Ha f(b) = f(a), akkor a fiiggvény &llandd, tehdt folytonossdga miatt integrédlhaté. Ezért
feltessziik, hogy f(a) < f(b).

Legyen ¢ € RT tetszdleges paraméter, és vegyiink egy olyan z = (;)i—o.... n felosztést, melyre min-
den i € {0,...,n — 1} esetén ;41 — z; < c teljesiil. (Ilyen felosztas létezik, hiszen ehhez hasonlét
konstrualtunk a 8.8 tétel bizonyitdsdban.) Ekkor

Q. (f) = 3 (te[sup ft)— inf ]f(t)> (Tig1 —x4) <

Ii,li+1] te[l’i7li+1

Il
o

%

J

n—

IN

(f(@ir1) = f(2i)) - ¢ = (£ (b) = f(a))

teljesiil, vagyis ha ¢ = paraméterhez vélasztjuk meg a felosztédst, akkor Q,.(f) < e.

2(f(b) = f(a))
8.10. Tétel. Ha f € R([a,b],R), akkor |f| € R([a,b],R).

Bizonyitds. Legyen f € R([a,b],R) és ¢ € RT tetsz6leges paraméter. Mivel f € R([a,b],R), ezért
létezik olyan x = (x;)i—o.... n felosztdsa az [a,b] intervallumnak, melyre Q.(f) < e teljesiil. Mivel
minden «, 8 € R esetén

.....

lled = 1BI] < v = B,
ezért minden i € {0,...,n — 1} indexre a 8.5 tétel alapjén
w(lfl [zo zia]) = sup - (f (@[ = [f@)II < sup [f(u) = f(v)] = w(f, [, 2ig1]).
U, VE[Ti,Tit1] U VE[T,Ti41]

Ebbél pedig

i

n— 1

Q. (|f]) = Zw(|f| Jwi wig1]) - (i — ) < ) w(f [, @iga]) - (Tipr — @) = Qa(f) < e

1= 7

n

Il
=)

adédik, amibdl | f| € R([a, b], R) kévetkezik.



116 8 HATAROZOTT INTEGRAL

8.11. Tétel. Minden f,g € R([a,b],R) fiigguényre

b
1. ha f >0, akkor [ f >0;

b b
2. ha f>g, akkor [ f > [g;

b

I

a

b
3. < [Ifl

Bizonyitds. Legyen f,g € R([a,b],R).

1. Ha f > 0, akkor az [a,b] intervallum bérmely I felosztdsa esetén s;(f),Sr(f) > 0, ezért a kozos
b

hatarértékiikre is / f >0 teljesiil.

2. Ha f > g, akkor a h = f — g fuggvényre h > 0 teljesil, valamint h a 8.6 tétel értelmében szintén

Riemann-integralhatdé, és
b b b
Lr=fo=e
a a a

b b
A tétel 1. pontja alapjan / h >0, ezért /
a a

b b
3. Mivel f < |f], ezért a 2. pont alapjén/ < / |f|. Tovébbd a —|f] < f egyenlStlenség miatt

t[fslaﬂ

8.4. Newton—Leibniz-tétel

8.12. Tétel. (Newton—Leibniz-tétel.) Legyen f € R([a,b],R) és F € C([a,b],R) olyan figgvény,
mely differencidlhatd az |a,b| intervallumon, és itt F' = f. Ekkor

b b
_/ | ] S/ f. Ezek alapjén

b
/f:F@—F@y

Bizonyitds. Legyen f € R([a,b],R), F € C([a,b],R) legyen olyan fiiggvény, mely differencidlhatéd
az |a, b[ intervallumon, és itt F’ = f teljesiil rd, valamint tekintsiik az [a, b] intervallum egy tetszéleges
r = (®i)i=0,...,n felosztdsdt. Minden ¢ € {0,...,n — 1} esetén alkalmazzuk az F fiiggvényre a
Lagrange-féle kozépértéktételt az [x;,x;41] intervallumon. FEkkor azt kapjuk, hogy létezik olyan
¢i € |@i, iy szdm, melyre

F(zis1) = Fla;) = F'(c;)(wipr — 2:) = f(e)(@ip1 — 23)

teljesiil. Ezeket az egyenleteket 0sszeadva

> Faipr) = Fzi) = flei) @iy — i)
i=0 =0
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adddik. Mivel ¢ € {0,...,n — 1} esetén

inf  f(t) < f(e;) < sup  f(1),

te€lzi,zit1) tewi,zisn]
ezért
n—1 n—1
) =3 (it @) =) < 3 @) (orn -2
P t€|xi,xiq1] e

—

n—

F(b) = F(a) <) ( sup ]f($)> (Tit1 — x3) = Sz (f).

i—0 \t€lzizit1

Tehat minden z felosztasra
s:(f) < F(b) — Fla) < Sa(f)
b
teljesiil, amibél f integrédlhatésdga miatt / f = F(b) — F(a) kovetkezik.

a

8.13. Tétel. Ha f : R — R olyan figgvény mely folytonosan differencidlhaté az [a,b] halmazon,
akkor

b
f0) = f@+ [ £,
Bizonyitds. Legyen f: R — R olyan fiiggvény mely folytonosan differencidlhaté az [a, b] halmazon.

Ekkor f” folytonos az [a, b] halmazon, tehat f’ € R([a, b] ,R) és innen mér a 8.12 Newton—Leibniz-tétel
alapjan kovetkezik az allitas.

8.5. Az integralfiggvény
8.6. Definicié. Az f € R([a,b],R) fliggvény integrdlfiggvénye

Iy ja,b) = R :L'I—>/f

8.14. Tétel. Legyen f € R([a,b],R).
1. Az Iy figgvény folytonos.
2. Ha f folytonos az xg €)a,b] pontban, akkor Iy differencidlhatd az xo pontban és I}(zo) = f(zo).
3. Ha f € C(la,b],R), akkor létezik primitiv figguénye.

Bizonyitds. Legyen f € R([a,b],R), zo € Ja,b[ és jeldlje Iy az f integrélfiggvényét. Mivel f
korldtos, ezért létezik olyan K € R*, hogy minden x € [a, b] esetén |f(x)| < K.
1. Legyen z,y € [a,b]. Ekkor a 8.7 tétel alapjin

h@—h@=LU—L%=LU,

vagyis felhasznalva a 8.11 tételt
Iy () = I;(y)| < K|z -y
adodik, amibdl az y — x hatarértékkel kapjuk az

limI; = I,
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egyenletet, ami az I; fliggvény = pontbeli folytonossigit garantélja.
2. Tegyiik fel, hogy f folytonos az x¢ pontban és legyen ¢ € R tetszdleges paraméter. Ekkor az f
fiiggvény 2o pontbeli folytonossaga miatt 1étezik olyan 6 € RT, melyre

Vzela,b:|z—xzol <6 — |f(z)— f(zo)| <e.

Tegyiik fel, hogy z € Jzg,xo + §[ N [a,b]. Ekkor a 8.7 tétel és a fenti egyenlStlenség alapjin

If(z)—lf(ﬂﬁo):/azf—/:ofz/z:f
(f(0) — 2)(z — ) < / f < (f(w0) +2)(z — 20),

melyek kombinacidjabol
Iy (z) = I (o)

f(zo) —e < < f(wo) +¢
Z — X
adddik. Vagyis
o Ip(z) = Ir(xo)
1 = .
i f(zo)

Teljesen hasonléan igazolhatd, hogy az xo pontban vett bal oldali hatdrérték is létezik és értéke f(xo).

Tehat s s
It (w9) = lim 15(2) = If(20)
z2—T0 Z— X0

= f(zo).
3. Ha f folytonos, akkor a 2. pont alapjdn Iy az f egy primitiv fiiggvénye.

8.6. Improprius integral

8.7. Definicié. (Improprius integrdl.)
— Legyen f : [a,00[— R olyan fiiggvény, hogy minden z €la, o0o[ esetén f € R([a,z],R) teljesiil.
Ha a

lim [ f

hatarérték létezik, és véges, akkor azt mondjuk, hogy létezik az f fiiggvény improprius integralja

az [a, oo[ intervallumon, és erre a
o0 x
A
f=1lm [ f
T—00
a a

jelolést hasznéljuk; ha a hatarérték nem létezik, vagy nem véges, akkor azt mondjuk, hogy az f
fligguény improprius integrdlja divergens az [a, oo[ intervallumon.
— Ha f :] — 00, a[— R olyan fliggvény, hogy minden x €] — oo, a[ esetén f € R([z,a],R) teljesiil,
és a
a

lim f
r——00
x
hatarérték létezik, és véges, akkor azt mondjuk, hogy létezik az f fiiggvény improprius integralja
a] — 00,al intervallumon, és erre a
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jelolést hasznaljuk.
— Legyen f : [a,b]— R olyan fiiggvény, hogy minden z €]a,b[ esetén f € R([a,z],R) teljesiil. Ha

a xT
Jim [ 1

hatarérték létezik, és véges, akkor azt mondjuk, hogy létezik az f fiigguény improprius integradlja
az [a, b] intervallumon, melyre a
b T
/ £ lim / ¥
z—b—
jelolést hasznaljuk.
— Legyen f :]a,b] — R olyan fiiggvény, hogy minden x €]a, b] esetén f € R([z,b], R) teljesiil. Ha a

b
zl—l)ItlzlJr / f

hatarérték létezik, és véges, akkor azt mondjuk, hogy létezik az f fiigguény improprius integradlja

az la, b] intervallumon, melyre a
b b
A
/f o z1—1>ItIll+/f
a xr

jelolést hasznaljuk.

1
8.15. Tétel. Legyen a € RT, a € R és tekintsiik az f : RT — R, f(x) = — fiigguényt.
x

1. Az f figgvény pontosan akkor impropriusan integralhatd az [a, oo[ intervallumon, ha o > 1,

és ebben az esetben o 1 .
/a T do = a* Ha—1)

2. Az f fiigguény pontosan akkor impropriusan integralhaté az )0, a] intervallumon, ha o < 1, és

ebben az esetben
a 1 al—a
— dx = .
0 ¢ d l1-—a

Bizonyitds. A 8.12 Newton—Leibniz-formula alapjan rovid szdmoldssal igazolhato.
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9 Fiuggelék
9.1. Az elemi fliiggvények grafikonjai

arcsin
sin
1 1 /
L~ /
pd N, /
AN yd
N 4
0 \\ /'I
1 2 N\ d -
X y 7 1
/
-1 ~ / -1
/
2
arccos
3
. COS \
S \
\ 2
N ,/
0 N y4
1 2 7
// 7 1 N
/, \
1 N
-1 0 1
t
& 4
|
|
|
|
S Il
arctg
4 |
I
/ L
1 1 =
-
/ P
R R 1 2 . 3 R N 1 2 4
—ft > 4
/ — '
] 2 2
|
-3
I
|
|
|
| 4




9.1. AZ ELEMI FUGGVENYEK GRAFIKONJAI

121

exp
5
[ lo
4 2 g
/ — M
—
=
3 / 1 L~
1
/ P
2 0
1 2
/ /
f -1 /
/
A I
L~
" -2
-2 -1 0 1 2
sh
4
/
3
/
L / arsh
"
/ E=
f v 1 e
EEEEEEEEE R 4N EEEEE //’
2] - 1 2 N 3 R _ 1 2
/
y4 hL 777777777777777/477_1»777777777777777777
/ =
2 — 5
/ -
/
3
“4




122

9 FUGGELEK

ch

th

arch

\

\

arth




9.2. TIZEDESTORTEK 123

9.2. Tizedestortek

Megszoktuk, hogy a valds szamokat (esetleg végtelen) tizedestort alakban lehet felirni, most ennek
adjuk meg a preciz matematikai bizonyitasat.

9.1. Tétel. Legyen z € R és N € N\ {0,1}. Ertelmezziik az

_ [N"z] — [N"'z| N, ha n>0;
a(z) :N—=> N n»—){ o] ha n—=0

sorozatot. Ekkor
1. minden n € NT esetén a(z), € {0,1,...,N —1};

o0
a(x
2. a Z (@)n sor konvergens;

Nn
n=0
. , - a(x)r  [N"z]
3. minden k € N szdmra Z NE T N
k=0
4. x= i % teljestil;
. N ;

n=0
5. végtelen sok n természetes szdmra a(x), < N —1;
6. legyen b: N — {0,1,..., N — 1} tetszdleges sorozat; pontosan akkor teljesil az

> = > uu (9.2)

egyenldség, ha a(x) = b vagy létezik olyan ng € N természetes szam, hogy minden n < ng
szamra a(x)p, = by, a(X)n, = by + 1, valamint minden n > ng természetes szamra a(x), = 0
ésb, =N —1.

Bizonyitds. Legyenz € R és N € N\ {0,1}.
1. Legyen n € NT tetszSleges és legyen y = N"~'x. Ekkor

[N"2] = [N" '] - N = [N([y] + {y})] — [yl + {y}] - N=Nyl + [N {g}] = [y] N = [N {y}], (9:3)

vagyis a( )n egész szam, tovabba a(z), < N — 1, hiszen ellenkez6 esetben {y} > 1 teljestilne.
Jn sort majoralja a Z

2. AZ
n=1

3. Az a( ) sorozat definicidja alapjdn n szerinti teljes indukciéval egyszeriien adédik.

sor, mely konvergens.

4. Minden n € N esetén legyen a,, = Z a](\flzk. Felhasznalva, hogy minden n € N esetén
k=0
N"z = [N"z] + {N"z} (9.4)

és az el6z6 pont eredményét

Nz —{N"z}  {N"z}
[

Ay =

(9.5)

adédik, amibdl pedig
1

|z — an| < — N

(9.6)
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kovetkezik. Vagyis lim a = x.
5. Tegyiik fel, hogy csak véges sok n természetes szdmra teljesiil az a(z), < N — 1 egyenl8tlenség.
Ekkor létezik olyan ng € N, hogy minden n > ng természetes szémra a(z), = N — 1. Tehdt az

= N-1 1 1 1
Z Nn = (N_ 1). Nno+l ' 1—- 1L = Nno (9'7)
n=ng+1 N
egyenléség miatt
X a(z)n = N-1 1
N o)
n=0 n=no+1
teljesiil, ami ellentmond a 4. bizonyitasaban szerepl6
< alz)y, 1
_ 9.9
egyenl6tlenségnek.
6. Legyen b: N — {0,1,..., N — 1} olyan sorozat, melyre
= b, = a(x),
DN =D (9.10)
n=0 n=0
teljestil, és tegyiik fel, hogy a(x) # b. Legyen ng = min {n € N| a(z), # b,}. Ekkor
bng = by _a(m)n, = a(z)n
boo $ kot § o o
n=no+1 n=no+1
melynek atrendezésébdl
a(T)ng — bng | > a(x)n — by > |a(x)n — byl > N-1 1
N7o - Z Nn < Z N» < Z N» — Nno (912)
n=no+1 n=nog+1 n=no+1

adddik, vagyis |a(x)n, — bno| = 1. Ha a(x),, = by, + 1, akkor a fenti egyenlétlenségben csak tgy lehet
egyenléség, ha minden n > ng esetén

la(x), — by = N —1. (9.13)

Tovabbé a két sor dsszege csak akkor egyezhet meg, ha b,, > a(z),. Tekintettel arra, hogy by, a(x), €
{0,1,..., N — 1} ezért csak az a(x), = 0 és b, = N — 1 megolddsa van a fenti egyenlétlenségnek.
A b,, = a(z)n, + 1 esetben a fentihez hasonld érveléssel azt kapndnk, hogy minden n > ng szémra
a(x), = N —1 és by = 0. Ekkor viszont

ngfl oo ngfl
- a(x)n a(x)no a(m)n o a(m)n a(m)no +1
T = Z N© + Nno + Z N Z N7© + Nno (9'14)
n=0 n=no+1 n=0

adédik, vagyis az a(x) sorozat definicidja alapjan a,, + 1 = a,,, ami ellentmondds, tehdt a b,, =
a(x)n, + 1 eset nem valdsulhat meg.
Forditva, ha a(z) = b, akkor a két sor Osszege nyilvdn megegyezik. Ha létezik olyan ng € N, hogy
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minden n < ng szdmra a(x), = by, a(x)n, = by, + 1 és minden n > ngy természetes szdmra a(x), =0
és b, = N — 1, akkor

Z a(z)n _ Z a(x)n _ Z % + b"07+1 (9.15)

Nn Nn Nn Nno
n=0 n=0 n=0
és
> p, et a(x)y = bpg = N-1
BT kg 2 A 010
n=0 n=0 n=nop+1
no—1
a(x), = by 1 1
=y N +—N,fo+(N—1)~—Nno+1~—1_L: (9.17)
n=0 N
ngfl
a(z)n bn, 1
n=0

vagyis a két sor Osszege megegyezik.
9.1. Definicié. Legyen z € R, N € N\ {0, 1}, és tekintsiik az

[N"z] — [N"~'z] -N,  ha  n>0;

(2], ha n>0 (9-19)

a(z):N—- N nr—>{

sorozatot. Ekkor legyen

a(x)o,a(z)ia(x)z - = Z a](\fi", (9.20)
n=0

melyet az x szdm N alapti szdmrendszer vett felirdsdnak nevezink.

A mindennapi életben az N = 10 vélasztassal eliink és ekkor az z € R szam tizedesjegyeirdl
beszéliink. Tovabbd a fenti allitdsbdl kovetkezik példaul az

1,9999- - = 2 (9.21)

egyenl6ség, vagyis a tobb olyan tizedesjegy-sorozat létezhet, mely ugyan azt a valés szamot hatarozza
meg.

9.2. Tétel. [R| = [P(N)|

Bizonyitds. Mivel a valds szdmok a raciondlis szdmok bizonyos részhalmazai (Dedekind-szeletei),
ezért létezik j : R — P(Q) injektiv leképezés, vagyis |R| < P(Q). Mivel |Q| = |N|, ezért |R| < |P(N)|.
Most a P(N) < |R| formuldt igazoljuk. Definidljuk az aldbbi fiiggvényeket.

i o 0, ha x ¢ FE;

¢:P(N)—= F(N,{0,1}) Ew s(F):= <n»—>{ 1 ha - )

SN (9.22)
p: F(N,{0,1}) = R SHZW

k=0

Rovid szdmoléssal igazolhatd, hogy a ¢ fiiggvény bijekcid, valamint a p fiiggvény a (9.1) allitds alapjan
injektiv. Tehdt p o ¢ : P(N) — R injektiv leképezés, vagyis |P(N)| < |R].
Tehét [P(N)| < |R| < |P(N)], vagyis a 1.23 Schroder—Bernstein-tétel alapjan |R| = |P(N)|.
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9.3. Valés szamok szogfiiggvényei

T
9.3. Tétel. A sin és cos fliggvény {0, 5} intervallumon vald ismerete elegendd bdarmely valds szam

szinuszanak és koszinuszdnak a meghatdrozdisdhoz.

Bizonyitds. Legyen z € R tetszéleges valds szdm. A sin és cos fiiggvény 27 szerinti periodicitasa

miatt az
T

‘=z—2r || 9.23
o' =a—2m| o (9.23)
szamra sinx = sinz’ és cosx = cosz’ teljesiil, valamint 0 < 2z’ < 27. Ekkor a 4.27 addiciés formuldk

és a 5.31 nevezetes szogek szogfliggvényei alapjan

sina’, ha 0<z < g;
cos(x’fg), ha ggz’<7r;
sinx = .y , 3w (9.24)
—sin(z¢' —7), ha w<x <5
3 3
—cos <x’§>, ha ;gx’<27r,
valamint -
cos’, ha 0<2' < 5
—sin(x'—g), ha ggx’<7r,
cosx = , , 3w (9.25)
—cos(z'—m), ha w<zx <5
3 3
sin(m'—g), ha ;gx’<2ﬂ'
adodik.

T
9.4. Tétel. A cos figgvény {0, 5{ intervallumon wvalo ismerete elegendd bdarmely valds szdm szi-

nuszdnak és koszinuszanak a meghatdrozdsahoz.
. . vl . 7T 7 7T 7r 7 z e 7’ L
Bizonyitdas. Minden x € [0, 5 [ esetén 57 € [0, 5 [, tovabba az addicids tétel alapjan
. 7r
sinx = cos (5 - x) . (9.26)

7r
Ezért ha ismerjik a koszinusz fliggvényt a [0, 5 [ halmazon, akkor itt a szinusz fliggvény értékeit is

ismerjiik, vagyis a 9.3 tétel alapjan minden valés szam szogfiiggvényét ismerjiik.

9.5. Tétel. Ha x € [0, 7], akkor

. 1—cosxz | T 1+ cosx
smgf\/T és cos2f\/ 5 (9.27)

Bizonyitds. Ha x € [0, 7], akkor a cos fiiggvényre vonatkozé 4.27 addiciés formula alapjén
x
2 (0052 —) —1;
cosz = cos? = — sin® = = 27 (9.28)
2 2 1-2 (sin2 —) .

xr ™
Mivel 5 € [0, 5} és ekkor sinz,cosz > 0, ezért a fenti egyenletek &trendezésébél adédik az Allités.
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1+5 T V5=
4 5 22

1 5 /
Bizonyitds. Elég a cos g = +2\/_ formulat igazolni, hiszen sin g =4/1—cos? % Megmutatjuk,
o2r V51

hogy 2 cos — = — ugyanis ebb6l mar a félszogek szoggtiggvényeirdl szélo 9.5 tétel alapjan mar
adddik az allitas. 5
Legyen = = el T és q = 2cos ?W Ekkor a 4.22 Euler-tétel alapjan

9.6. Tétel. COS% =

1 27
— =2cos— = 9.29
vt =207 =, (9.29)
valamint 2° = 1, vagyis
2® -1
0=2"—1= Il =14+x+22+2°+ 2t (9.30)
T —

1
Tehét elég az 1+ o + 22 + 23 + 2% = 0 egyenletet kell megoldani az ¢ = x + — véltozéra nézve. Ez
T

viszont egyszeri a

11 1\? 1
0x2<?+5+1+z+x2)z2<<x+5> +<z+5)1>x2(q2+q1) (9.31)

atalakitasok, valamint a ¢ > 0 feltétel miatt,

C-14VIFd V-1
B 2 2

(9.32)

o

180
9.2. Definicié. Az = € R szam fokban kifejezett értéke r—— és a fokra utalé °© szimbodlumot irjuk
T

mellé. (PL z = % esetén z = 30°.)
9.7. Tétel.

sin3o:(\/_+1)\/_ V2 (\/5—1)5;*/g (9.33)

8
cos3° = (V3+1) ”5;\/5+(\/§—1)w (9.34)

Bizonyitds. Legyen o = T & 8= Ekkor @ = 36° és 8 = 30°. Az « és a (B szogfiggvényeit

T
5
ismerjiik a 9.6 és a 5.31 tételb6l. A 4.27 addiciés formula alapjin

1+4V5 VB V56—V 1 V3(V5+1) V255
2 W2 2 8 + 8 '
(9.35)

cos(a— fB)=cos(«) cos(3) +sin(a) sin(B) =

.. . p s o — . p . p .
A félszogekre vonatkozd 9.5 tétel segitségével az = 3 ° szinusza és koszinusza éppen a tételben

2
leirt értéket adja.
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Kiegészités. Ennek alapjan meghatarozhaté a k - 3° alakd szamok szinusza és koszinusza, ahol
k € Z. (S6t, a szoglelezésre vonatkoz6 tétel felhaszndldsdval tetszbleges k € Z és n € N esetén a

on -3 ° szogfliiggvényei is kiszdmolhatdk explicit alakban.) Az aldbbiakban a kifejezések szimmetridja

szerinti elrendezésben szerepelnek a szogek koszinuszai.

1 1
cos0°®° =1 cos30° = — cos45° = — cos60° = = c0s90° =0
V2 2
1
COSl5O:M c0s36° = + V5 cos18° = 545
22 4 2/2
cos?5°:i\/§ 03720:71#\/3 08540:5;\/g
2v/2 4 2v/2
. V5—=v5 1445 . Vb4+V5 —14++/5
cos9° = + 0s27° = +
4 442 4 42
o VE+VE 1-45 . V5—v5 1445
cos63° = + cos81° = — +
4 44/2 4 44/2
V5 5 -1 5 vVH—+vVh 1 5
cos12° =3 +\/_—|— V5 c0s24° =3 \/_—i— V5
42 8 42 8
V5 5 1—+5 vVH—+vVh —1—+/5
cos48° = /3 +\/_—|— V5 cos84° =3 \/_—i— V5
42 8 42 8
5+5 —1+5 V5 -5 1++5
42° = +V3 6° = +V3
cos Wi 3 cos Wi 5
545 1-+5 V5—15 1+5
78° — V3 66° = — +v3
cos Wi 5 cos Wi 3
o (1+VE)V5+VE | (—14V3)(—1+V5) o _ (F1+VB3)V5-v6 | (1+VvB3)(1+V5)
cos3° = 5 + 53 cos21° = z + e
o 1+V3)V5+vE | (14V3)(1+V5) o (1+VB)V5-v5  (—14+v3)(1+V5)
cos33° = ( )8 + ( 8)\55 cos39° = . + 5
o AWV () (cs) o (VAVEE | (1) (14v)
cosH7° = % + 573 cos = 5 + W
7o _ (1-v3)V5+v5 | (14+V3)(-14V5) 69° — (1+vB)V5-v5 | (1=v3)(1+v5)
cos87° = 5 + a3 cos = 5 + 53
O
9.8. Tétel.

™ 1

cos 1 = 4—\/5\/\/ﬁ+ 15+\/34—2\/ﬁ+\/68+12\/ﬁ—2(3+\/ﬁ) 34— 2V17  (9.36)

Bizonyitds.

sz016 9.5 tétel alapjan mar adddik az allitas.

2
Elég 2 cos 1—7; értékét meghatarozni, ugyanis ebbdl mér a félszogek szogfiggvényeirdl
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2 2
Legyen = = exp (i 1—7;) és q = 2cos 1—7; Ekkor a 4.22 Euler-tétel alapjan
1 27
—_ -9 — = 9.37
T+ - cos 17 q, ( )
valamint 217 = 1, vagyis
17 a1 S k
0=a'"—1="— => . (9.38)
k=0
Tehét az
16 8
doab =2 > b =0 (9.39)
k=0 k=—8
atalakitas miatt elég az
8
ap = Z * =0 (9.40)
k=—8

1
egyenletet megoldani az ¢ = = + — valtozoéra nézve.
x

A 17 Fermat-prim, ugyanis n = 2 esetén 17 = 22") 4+ 1. Legyen p = 17 és valasszunk egy olyan g € N
szamot, melyre

ngfl =—-1 modp (9.41)
teljesiil. A tovdbbiakban a g = 3 vélasztdssal éliink. Az i € {1,2,3} esetben definidljuk az aldbbi
polinomot.

o(2"—i)-1 k(zi)
a= > x(g ) (9.42)
k=0
Az 2'7 =1 felhasznélaséval az aldbbi polinomokat kapjuk.
=2+ +r %+ +a+a?+ a2t + 28 (9.43)
=2+ ot (9.44)
az=x"' 4z (9.45)

A hattérben meghtiz6dé mélyebb okok részletezése nélkiil megemlitjiik, léteznek olyan (1, B2, B3 poli-
nomok és ai, as, as, by, ba, bz € R paraméterek, melyekre

Qo = alozf + bloq + ﬂl (946)
ag = agag + boayag + ﬁg (947)
ag = agozg + boasas + B3 (948)

teljesiil, ahol 81 € R, Bs kifejezhetd az a; polinommal és (3 kifejezhetd az o, ais polinommal. Valéban,
szamoldssal ellenérizhet6, hogy

1 1
ag = Za% + 14~ 1 (9.49)
Qg = —as + oo + 1 (9.50)

o = 204% — 20003 + (pag — aq + ag — 3). (9.51)
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Tehat az ag = 0 miatt az elsé egyenlet alapjan

Ekkor a masodik
17-1
o ‘/_TOQ —1=0 (9.53)
egyenlet miatt
VIT— 14 /34— 217
Qg = 1 . (9.54)

Ezek utan a harmadik egyenlet megoldhaté az ag valtozéra nézve, ami a keresett g érték.

™ T
Megjegyzés. A fenti bizonyitdsban bemutatott mddon lehet meghatérozni cosﬁ és cos 65537
értékét.

O

9.4. Jensen-tétel kovetkezményei

9.9. Tétel. (Jensen-egyenlbtlenség) Legyen f : [a,b] — R konvex figgvény, n € NV, z; € [a,b] és
w; € RT mindeni=1,...,n esetén. Ekkor

sz‘f(fci) Zwﬂz‘
i=1

> 1= (9-55)

n n
> wi > wi
i=1 i=1

teljestil.
n
Bizonyitds. A 5.1 Jensen-egyenlGtlenség alkalmazasa az 1, ..., x, pontokra ésa S = Z w; jelolés
i=1
w1 Wn
mellett az —, ..., — stulyokra.
S g

9.10. Tétel. (Silyozott hatvdnykézép.) Legyen n € NV x; € RT és w; € RY minden i = 1,...,n
esetén, és minden r € R\ {0} paraméterre

S

n
E wiT;
i=1

ar) 2 | =2— (9.56)
> wi
i=1
FEkkor az
a(r) ha r#0,
FiRSR 7098 ) ha o0, (9.57)
r—0

figguény monoton nové.
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Bizonyitds. Legyen n € NT, valamint minden ¢ = 1,...,n esetén z; € RT és w; € RT tetszbleges
n
paraméter. Az S = Zwi jelolés mellett vezessiik be minden 7 = 1,...,n esetén az a; = %
i=1
paramétereket, valamint minden r € R\ {0} esetén legyen
1
n r
= (Z aixZT) : (9.58)
i=1
n
Ekkor nyilvan Z a; = 1.
i=1
A L’Hospital-szabaly alkalmazdsaval kapjuk meg a lir% a(r) hatérértéket.
r—
1
d n
. _ — i - xr =
}1_%04 7}1_% (Zaz ) hmexp( -log (Zaz )) 7exp}1_>n% (drlOg (Zlaz:q))
1=
(9.59)
1 = 1 <
= exp }13(1) —_— Z a;z; logx; =exp | ——— Z a;logx; | = (9.60)
i=1 i=1
n n
= exp (Z a; 1ogzi> = Hx;“ (9.61)
i=1 i=1
Vagyis a silyozott hatvanykozép hatarértéke a 0 pontban a silyozott geometriai kozép.
Legyen r1, 79 € R olyan melyre 0 < r; < ry teljesiil és tekintsiik az
FiRY SRY g an (9.62)
fiiggvényt. Ekkor minden x € R esetén
) ="2. <_ - 1) 250 (9.63)
1 1
teljestil, vagyis f konvex fliggvény. A Jensen-egyenl6tlenség alapjan ekkor
n n
f (Z az-w?) <Y aif (a}) (9-64)
=1 =1
r2
n 1 n
(Z ai,r:l) < Z a;x;? (9.65)
i=1 i=1
1 1
n T n T2
( azx?) < aw?) (9.66)
i=1 1=1
a(r) < a(r (9.67)
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Az r < ro < 0 esetben az f fliggvény konkavitasat kihasznalva hasonlé szamolassal adédik az
a(ry) < a(ry) egyenlétlenség.
Azt kell még igazolni, hogy minden r; < 0 és 7o > 0 esetén

a(r)) < Hmf < a(rg). (9.68)

Ehhez elég felirni a silyozott szdmtani és mértani kézép kozotti egyenltlenséget az (272),_,

szamokra

n

[T

T
7
n T2
a;
i
=1

Hz < a(ry), (9.71)

~.
—

<
<N (9.70)

illetve hasonlé médon az (x;'),_, , szdmokra.
=Ly

Megjegyzés. Az eléz6 tételt az w; = 1, 1 < ¢ < n paraméterekre alkalmazva az f(—1) < f(0) < f(1)
Osszefliggés adja a harmonikus-szamtani-mértani kézép kozotti egyenlotlenséget.

(9.72)

9.5. Wallis- és Stirling-formula
9.11. Tétel. (Wallis-formula.)

2

1 k
lim —— — 9.73
oo /L kl;[l 2% — 1 VT (0.78)

Bizonyitds. Tekintsiik az

a:N-> RV n»—)/Zsin"zd:c (9.74)
0

0
sorozatot. Ekkor elemi szamolas alapjan ag = — és a; = 1 nyilvan teljesiil, tovibbd minden n € N
esetén a parcidlis integralas szabdlyat felhasznélva
3 = 3
Qpyo = / sinz -sin" T xda = [—cosx - sin” ! z]g + (n+ 1)/ cosz-sin"wdr = (9.75)
0 0

s

=(n+ 1)/02 (1 —sin?2) -sin"zdz = (n+1)(an — ani2) (9.76)
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n+1
a
n+2

adodik, vagyis minden n € N esetén ani2 = n. Ennek a segitségével teljes indukcioval

egyszerlien igazolhatd, hogy minden n € N esetén

(2n)! 47 (n!)?

T, B
aop = T (nl)? 5 és  aspt1 = 7(271 1) (9.77)
teljestil. Szintén teljes indukcioval adodik az allitasban szerepl6 formulara a
S 2k 47(n!)?
II _m)T (9.78)
2k — 1 (2n)! 2a0,

k=1

felirds, tehat a bizonyitandé formula ekvivalens a

NG (9.79)

I il
im — =
n—oo 2v/nasy,

hatarértékkel, amihez elég megmutatni, hogy

nh—>rrolo dna3, =T (9.80)
teljesiil.
Mivel miden n € N esetén
L (9.81)
2nG2nt+1 = ——— + —, .
T on 112
tovdbb4, az a sorozat monoton fogyd, ezért minden n € Nt szdmra
1 s 9 1 s
Smp1 3 (2ndanti < Gy, < A2(p—1)02(n—1)+1 = m—1 32 (9.82)
teljesiil, amibdl az
4dn s in s
— < 4na? —_— = 9.83
o+l 2= = on 1 (0.83)
egyenl6tlenség alapjan
. 2
nh_}rrgo dnas, =7 (9.84)
adodik, amivel igazoltuk az allitassal ekvivalens 9.80 hatarértéket.
9.12. Tétel. (Stirling-formula.)
|
lim ——— =1 (9.85)
n—oo
(E) 2mn

Valamint n € N\ {0, 1} esetén a faktoridlisra érvényes a

27rn(%)nexp<1 T 3n23)§n!§\/%(g)nexp<12(#) (9.86)

12n ' 12n2  24(n—1) n—1)2

becslés.

Bizonyitds. Definidljuk az alabbi fliggvényt.

22 3
g:[0,1] >R z—logl4+2)—z+— —

X
53 (9.87)
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A:]-1,00[ = R, z — log(1+x) fiiggvény 0 pont koriili harmadfoki Taylor-kozelitése alapjan minden
x € ]0,1] esetén létezik olyan ¢ € [0, z] paraméter, melyre

log(l+2)=20——+————— - —=x (9.88)

teljestil, vagyis

amibdl kovetkezik, hogy minden x € [0, 1] esetén
ot
02g(x) 2 ——. (9.90)
Tekintsiik a
n!
a:NT >R nelog| ——5 (9.91)
(ﬁ (%) )
sorozatot, amit n € N esetén az
n—1 1
an = ];longr 5 logn —n(logn — 1) (9.92)

alakban is felirhatunk. Teljes indukciéval egyszertien igazolhatd, hogy minden b : Nt — R sorozatra

n—1 n—1 n—1
> k(brgr —br) = (n—Dby— > be  és Y (ber1 —bx) = by — by, (9.93)
k=1 k=1 k=1
ezt alkalmazva a by = log k sorozatra
n—1 n—1 n—1
Z k(log(k+1) —logk) = (n—1)logn — Z log k és Z(log(k +1) —logk) =1logn (9.94)
k=1 k=1 k=1
adodik. Ezért
n—1 1
an, = ;bgkz—i— §1ogn—n(1ogn— 1) = (9.95)
n—1 1
=(n—1)logn — Z k(log(k + 1) —logk) + 5 logn —nlogn +n = (9.96)
k=1
1 n—1
= —§1ogn— ;k(log(k’—i— 1) —logk)+n= (9.97)
n—1 n—1
1
= —5 D _(log(k+1) —logh) - > k(log(k +1) —logk) +n = (9.98)

b
—

k=1

- k_l (k + %) log (1 + %) . 9.99)

3
—
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Az a sorozat ezen alakjat kifejezhetjik a g fliggvény segitségével.

n—1
1 1 11 1
an =1 Z(kz+2) (g(k)-f—k 2k2+3k3) (9.100)

1 1 1 1
k+ §>Q<E> + 14+ 1252 +6—3> = (9.101)

|
3
\
B
Il
—_
7N
N

%) (9.102)

n—1 n—1
1 1 1
Az n— g = és az n — E = sorozatnak létezik hatdrértéke. A E (k + —) g (—) sor abszolut
k=1 k=1 k
konvergens, ugyanis

oo

DEATR. V11 1T&
Y (1) - N1 &1 1& 1 |
k=1 <k+2>g<kj>‘_;<k+2>k4 Zk3+22k4<oo (9.103)

teljesiil, ezért konvergens is. Vagyis az a sorozat konvergens. Legyen A = lima. Mivel a sorozat
minden részsorozata konvergens ugyan azzal a hatarértékkel ezért lim as, = A is teljesiil, és ezek
—

alapjan
(n)?
2a 2n n 2 n
a T S L1 (7)) N | 2%
o= =t o = V2 I n e =2 i e [ gy = Ve
Van(22)?" k=1
(9.104)

1
ahol felhaszndltuk a Wallis-formulat. Tehat A = 3 log(27), amibdl

|
V2r = lim ¢ = lim — v (9.105)
n—00 n—00 \/ﬁ (%)

kovetkezik. Tovabba

n!:ea“\/ﬁ(g)n:e“"_A~eA\/ﬁ(g)n: (9.106)
n—1 n—1 n—1
ny\" 1 1 1 1 1 1
k=1 k=1 k=1
m—1 m—1 m—1
1 1 1 1 1 1
— i 1— — - = - - k+ = - = 1
mlinoo< TP IR ERr DI i 2) g <kz>>> (9.108)
k=1 k=1 k=1
ny\n 11 11 > 1 1
- zm(g) exp E;ﬁ+6;ﬁ+;(k+§)g(g)> (9.109)
teljesil. A
® 1 =1 i |
/n szﬁ;ﬁg [ mde (9.110)
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> 1 = 1 > 1
/n FdeZ—Bg/andx (9.111)

k _
k=n
L1 1 — 1 1 > 1 1 > 1
_- I P e 1) . 1 1\ . N, |
4/71_1x3+2x4d:c_;l 4k4<k+2>_;;l<k+2>g<k>_;;l<k+2>0 0 (9.112)

becslések alapjan

n\" 1 1 3n—2 n\" n
2 (—) — - <nl <2 (—) _n 9.113
™\e eXp(12n+12n2 24(n1)3) =mevamny) P\ 1em 1)z (9.113)

teljesiil.

9.13. Tétel. Legyen

"1
:NT >R — Y — —logn. 9.114
a n Z ; —logn ( )
k=1
Ekkor az a sorozat monoton fogyd, minden n € Nt elemre
L + L <a, <1 (9.115)
2 T op == '
teljesil, valamint az a sorozat konvergens.
Bizonyitds. Ahhoz hogy az
a:NT =R n»—)anéil —logn. (9.116)
k

k=1

sorozat monoton csokkenéség igazoljuk, azt kell megmutatnunk, hogy minden n € NT esetén a, >
an+1. Ezt ekvivalens 1épésekkel atalakitva

n n+1

1 1
nglognz nglog(nqu) (9.117)
k=1 k=1
1
—1 > — —1 1 A1
0gn 2~ og(n+1) (9.118)
n+1 1
1 — ) > 9.119
og< n ) T n+1 ( )
1
(n+1)log (1 + —) >1 (9.120)
n
n+1
log (1 + —> >1 (9.121)
n
n+1
1
(1 + —) >e (9.122)
n
n+1 m
1 . 1
(1 + —) > lim (1 + —) (9.123)
n m—o0 m

adddik. Tehdt elég azt igazolni, hogy minden m,n € N esetén

(1 + %)m < (1 + %)nﬂ . (9.124)
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1 1\ !
Ehhez tekintsik az a1 = -+ = a,, =14+ — ésa by = -+ = by = (1 + —) szamokra felirt
m n

szamtani és mértani kozép kozotti egyenlotlenséget.

\" 1\ "L 1+ 1 1)1+ 1)~ 1
n+m+§/<1+g) s cmlrp) tDry)  _milen ;g

- m+n+1 m4+n—+1

(1 + %)m : <1 + %)nl <1 (9.126)

(1 N %)m < (1 + %)"H (9.127)

Mivel a; = 1 és a monoton csdkkend, ezért minden n € NT esetén a,, < 1.
Az alsé becsléshez minden n € N\ {0, 1} esetén tekintiik az

nq n—1 k41 1
logn:/ —dz = / —dz (9.128)
1 X ; k €
1
dtalakitdst. Mivel az f : RT — R, x — — fliggvény konvex, ezért minden k € {1,...,n — 1} esetén
x

minden z € [k, k + 1] szdmra at =k + 1 — z € [0, 1] paraméter mellett

fk+ 1 —t)(k+1)) <tf(k)+ (1 —1t)f(k+1) (9.129)
k+1—2 x—k
f@) S ——+ 703 (9.130)
1
teljestl, vagyis
kg kL 1/1 1

Ezek alapjén minden n € N\ {0, 1} szdmra

n—1

n—1 — n —
1/1 1 1291 1 &1 1 1 1
1 < =4 —) == 4+ = = 4 1
Ogn_22<kz+kz+1> DINRE DI DR (9.133)
k=1 k=1 k=2 k=2
ezért )
21 "1 —1 1 1 1 1
=N " " logn<y =N o2 =4 134
n Zk Og"—zk Zk 5 2 m (9.134)
k=1 k=1 k=2
9.3. Definicidé. A
A "1
v = nh_}n;@ (kg_l = log n) (9.135)

szamot Fuler—Mascheroni-féle dllandonak nevezzik.

Kiegészités. Még nem ismert, hogy v raciondlis szam-e.
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9.6. A gamma fiiggvény
9.14. Tétel. Minden x € RT esetén az

oo

/t””‘l e tqt (9.136)

0

improprius integrdl konvergens.

Bizonyitds. Legyen x € RT.
Az x =1 esetben egyszerli szamoldssal igazolhaté az improprius integral konvergencidja.
Ha z € ]0, 1], akkor megmutatjuk, hogy az

oo

1
/ﬂ—le—tdt és /tw—le—tdt (9.137)
0

1

improprius integral konvergens, tehat ezek Osszege is konvergens.
Tekintsiik az

1
1:]0,1]—R aH/tHe*tdt (9.138)

integralfiiggvényt. Az I fiiggvény monoton csokkend és a minden a € ]0, 1] paraméterre érvényes

1 a

1 z 1
I(a) = /t””’le*tdt < /t“dt =--Z <= (9.139)
x x xz

a 1

becslés miatt feliilrél korlatos is, ezért 1étezik a hn%J I(a) hatarérték, vagyis az els§ integral is konver-
gens. o
Tekintsiik az

I:[1,00[ =R aH/tﬂHe*tdt (9.140)
1

integralfiiggvényt. Az I fliggvény monoton névé és a minden a € [1, 00| paraméterre érvényes

a a

I(a) = /tzfl e tdt < /e*tdt =e e <e! (9.141)
1 1

becslés miatt feliilrél korldtos is, ezért létezik a lim I(a) hatérérték, vagyis a mésodik integrél is
a— o0

konvergens.
Ha x € ]1, 00|, akkor az a = 2 — 1 paraméter pozitiv. Legyen n = [a]+ 1. A L’Hospital-szabdlyt n-szer
alkalmazva kapjuk a
t’n/
lim — =0 (9.142)

t—o0 g3
hatérértéket, ami alapjdn létezik olyan ¢y € |1, oo[, hogy minden ¢t € Jtg, co[ szdmra

t’ll
— <1 (9.143)
e2
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Ekkor minden ¢y < ¢ paraméterre

ol
[SEY

0<ttlet<ttet<eret=c¢

teljesiil. Tekintsiik az

I:[tg,00[ =R a»—)/tm’le’tdt
to

(9.144)

(9.145)

integrélfiiggvényt. Az I fliggvény monoton névd és a minden a € [tg, co] paraméterre érvényes

I(a)g/e’%dt:2—267% <2
to

becslés miatt feliilrél korlatos is, ezért 1étezik a lim I(a) hatdrérték. Vagyis az

a—r o0
to [e'e]
/tz’le’tdtJr/tz’le’tdt
0 to
o0

Osszeg létezik, ami nem mas mint /t””_1 e ' dt.
0
9.4. Definicié. A

I':Rt >R xH/tzfleftdt
0

fliggvényt Fuler-féle gamma-fiiggvénynek nevezzilk.

9.15. Tétel. (Az Euler-féle gamma-fiigguény és a faktoridlis kapcsolata.)
1. T(1) =1
2. Minden x € R esetén I'(z + 1) = z['(x).
3. Minden n € N esetén n! =T'(n + 1) teljestil.

o0

Bizonyitds. 1. T(1)= /e_tdt: lim [—e7]0 = lim —e™*+1=1.
a— o0 a—r 00
0
2. Minden z € R* esetén parcialis integralldssal szdmolva
o0 o0
[(x) = /ﬂ—le—tdtz /1 et qt =
0 0
oo
1 —1,-t]@ —2 =t _qm—1 ,—t _
= lim [t-t"" e ]Of/t((zfl)t”” et —t*te ") dt =
0

= —(x—1)/t$—1e—tdt+/tle—tdt
0 0

Nz)=—(z—1I'(z) +T(z+1).

3. Az els6 két éllitds segitségével n szerinti teljes indukciéval igazolhatd.

adédik, vagyis

(9.146)

(9.147)

(9.148)

(9.149)

(9.150)

(9.151)

(9.152)
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9.7. Az analitikus szamelmélet par tétele

9.16. Tétel. Legyen n € N*T és

1
fn:R=>R z+—

—x
n!

"1 =) (9.153)

1
1. Minden n € Nt és x €]0,1[ esetén 0 < fp(x) <

2. Minden n € NT és k € N esetén f(k)( 0), ék)( )EZ

Bizonyitds. Minden n € Nt esetén tekintsiik az

1
ot R=R 2 —a"(1—a)" (9.154)
n!
fiiggvényt. Ha = € |0, 1[, akkor
1
0< fule) < — (9.155)

nyilvan teljesiil.
Legyen m, k € N tetszOleges. Ekkor a k paraméter szerinti teljes indukciéval egyszeriien igazolhato,
hogy a idg’ : R — R (idg'(z) = ™) fiiggvényre

L! m=k  ha k<
G ® (@)= m_g*c o s (9.156)
0, ha k>m
teljesiil. Ezért
1 — n *) 1 < (n (k)
£9(@) = (; > i (1) <—id]R>z> @=u> ()@ w= e
T =0 T =0
1 1 n+i—k h k/’ <
Z =) mtiks oo ksntr (9.158)
i=0 0, ha k>n+i
vagyis
—ha 0 < k < n, akkor
"L (—1) (n +1)! -
(k) n+i—k 9159
; n—i)lil n—i—i—k)!x ’ ( )
tehat fF(0) =0 € 7Z;
—ha n <k < 2n, akkor
- —1)! (n +1i)! .
(k) . n+i—k 9160
In l:%:n (n—1i)l! (nJrz'—k)!x ’ ( )
tehat
£ (0) = (—1)k—n _(nt+k—n) _ (=1)k—ng! (=)t k n!
" m—(k—-—n)(k—n)! (n+k—n—k)! (2n—k)!(k—n) k—n)(2n—k)!’

(9.161)
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ol n! Z miatt f37(0) € Z kovetkezik;
amibél (- ,me miatt fn ' (0) € ovetkezik;

~ha 2n < k, akkor f(¥)(z) =0, tehat f¥(0) =0 e Z.
Tehét minden n € Nt és k € N esetén ) (0) € Z, tovabbd minden z € R szamra f,(z) = fn(1 — )
érvényes, ezért minden n € NT és k € N esetén fM(1) € Z.

9.17. Tétel. A 72 szdm irraciondlis.

Bizonyitds. Minden n € Nt esetén legyen

fniR=>R z— i'z"(l—z)". (9.162)
n!

Tegyiik fel, hogy létezik olyan a, b € NT par melyre 72 = % teljesiil. Minden n € NT esetén definidljuk

az
n

FuiR—5 R ze by (—1)ka =2k (20 () (9.163)
k=0
fiiggvényt. A 9.16 allitas alapjan F),(0), F},(1) € Z, valamint minden n € NT és x € R esetén

F/l/(l') + 7T2Fn(l') =" Z(_l)kﬂ-2n_2kf'r(12k+2) (:C) + Z(_l)kﬂ-2n_2k+2f'r(12k) (ZC) _ (9.164)
k=0 k=0
n+1 n
— " Z 7(71)kﬂ2n72k+2f7(12k) (:C) A Z(il)kﬂ2n72k+2f7(12k) (:C) _ (9165)
k=1 k=0
= b (=1)" 20 fCnED) () L p 22 f () = @ f () (9.166)

teljestil, ugyanis f,, egy 2n fokszamu polinom, ezért f,(12"+2) =0.
Legyen minden n € NT esetén

on:R>R x> F) (z)sin(rz) — 7F,(x) cos(nz). (9.167)
Mivel minden z € R szamra

¢l (x) = F/(x)sin(nz) + nF.(x) cos(rx) — nF), (x) cos(rx) + 72 F, (x) sin(rx) = a" 7 f,(x) sin(nz),

(9.168)
ezért )
1
a"ﬂ/ fn(z)sin(rz) do = — (pn(1) — on(0)) = F,(1) + F,,(0) € Z. (9.169)
0
Valamint a 9.16 allitasban szereplo becslés alapjan
! ma'™
0< a"ﬂ'/ fu(x)sin(rz) da < T (9.170)
0 !
teljestl. Mivel a 3.29 allitds miatt lim ﬂ—' = 0, ezért 1étezik olyan N € N, hogy minden n € N,
n—oo nl
N < n szamra
Ta" 1
— =. A7l
n! < 2 (9.171)

1
Ekkor viszont barmely n € N, N < n esetén a”ﬂ/ fn(x)sin(rz) dz olyan egész szdm lenne, mely
0

1
a ]0, 3 { intervallumban helyezkedik el, ezzel ellentmondast kaptunk.
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9.18. Tétel. Legyen n,a,b € NT, a = % s
N2 (a2 (e o2\
iR R e pint &Y (a - (x' ) (9.172)
(n—1)!
1. Minden pdratlan k € N szdm esetén g%k)(a) =0.
2. Minden pdros k € N esetén g%k)(a) e Z.
3. Minden pdros k € N esetén g%k)(O) eZ.
Bizonyitds. Legyen n,a,b€ Nt o= % és
N2 (A2 (o N2)
g e (a - (f ) (9.173)
(n—1)!
A binomidlis kifejtési tétel alapjan a g,, fiiggvény a
2n—1 (_1)l—n
gn(z) = (DT l)'a4”_2l_2b2l+1_"(ac — a)? (9.174)
— ! !

alakban is felirhaté. Tehdat a 9.16 tétel bizonyitasaban részletezett derivalasi szabdly alapjan minden
k € N esetén
2n—1 _ (20)! _
-1 l—n o\ o 21—k h k <92l
g%k)(z) _ Z l (' 2) - 'a4n72l72b2l+17n (21— k),(fc ) y 1 > 2t
(=n)l(2n —1=1)! 0, ha k> 2.
(9.175)

l=n

1. A fenti felirdsbdl rogton adodik, hogy minden paratlan k € N szamra g,(lk) () = 0 teljesiil.
2. Legyen k € N tetsz6leges paros szam, amit irjunk fel k¥ = 2m alakban.
Ha m > 2n — 1, akkor minden z € R esetén gﬁ?m) (z) =0, vagyis g,(lk) () =0€Z.

Ha m < 2n — 1, akkor

2n—1 —n
g(k) (Oé) — Z (_1)l a4n—2l—2b21+1—n (21)| 02l—2’m (9 176)
" — (l—n)2n—-1-1)! (20 — 2m)! ' '
Tehét ha m < n, akkor g{ (o) = 0 € Z.
Han <m < 2n—1, akkor
(k) _ (71)m7n 4n72m72b2m+17n (2m)' 1 1
g (@) (m—n)l2n—-1- m)!a 1 ' (9.177)
Mivel 0 < 4n —2m —2és 0 < 2m + 1 — n, ezért a*"~2m~2 p2m+l-n c N, Tehdt csak azt kell igazolni,

2m)!
(2m) ' € Z. Ez viszont a

—n)!(2n — 1 —m)!

(2m)! _(2n—1 (2m)! m! (9.178)
(m—n)!2n—1—m)! m 2n—1) (m—n)! '

2n—1 7 (2m)! 7 m! cNF

m 2n—1)" (m—n)!

3. Legyen k € N tetszOleges paros szam, amit irjunk fel a £ = 2m alakban. A g, fiiggvény a

gn(z) = 7 _(ffyz;?a —ba)” (9.179)

hogy (m

felbontasbdl latszik, hiszen <
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alakjabdl vildgos, hogy egy 4n — 2 fokszamu polinom, amit fel lehet irni a

—1 3n—1 3n—1

9(®) = Ty, Z ' = Z ™ (9.180)
=

forméaban, ahol cg,...,c3,_1 € Z. Ebbdl

3n—1 (n—1+1)! e
1 PR ha 2m <n— 141
g2 (z) = i Z g (n—14+1-2m)! A Emen T (9.181)
(n —1)! 1=0 0, ha 2m>n—1+1
adodik.
Vagyis ha m > 2n — 1, akkor minden x € R esetén g(2m)( ) =0, ezért 97(127”)(0) =0€eZ.
-1
Ha m < , akkor g,(, )(O) = 0 € Z szintén teljestil.
-1
Han <m < 2n — 1, akkor
1 (n—=142m—n+1)! (2m)!
M (0) = ———com— 1= Comont1 9.182
9n ( ) (n — 1)!02m n+1 1 C2m—n+1 (7’L — 1)| ( )
ami a n — 1 < 2m egyenlGtlenség miatt egész szam.
9.19. Tétel. Ha x € Q\ {0}, akkor €® irraciondlis.
1
Bizonyitds. A minden x € R szdmra érvényes e™* = s Osszefiiggés miatt elég minden Q N0, oo]
szamra igazolni az allitast.
Indirekt médon tegyiik fel, hogy a = % és e = 2 teljestil, ahol a,b,c,d € N*.
Minden n € Nt esetén legyen
N2 (A2 (o N2\
fRSR ozt (0? = (2 — a)?) (9.183)
(n—1)!
Minden n € N* esetén definidljuk az
2n—1
Fo:R=R oz Y [P () (9.184)
k=0
fiiggvényt. Ekkor minden n € NT és z € R esetén
2n—1 2n—1 2n—1
F, ( ) FI/ Z f(Qk) Z f(2k+2) Z f(2k) Z f(2k) _ (9185)
= fn<w> - f,s4"><w> = fu(®) (9.186)
teljestl, ugyanis f, egy 4n — 2 fokszamu polinom, ezért fy () — .
Legyen minden n € NT esetén
on:R—R x> F,(z)ch(z) — F!(z)sh(x). (9.187)

Mivel minden z € R szdmra

on(x) = F) (x) ch(z) + F,(z) sh(z) — F)(z)sh(x) — F),(x) ch(z) = f,(z)sh(x), (9.188)
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ezért
/OO‘ fn(z)sh(z) dz = pn(a) — pn(0) = F,(a)ch(a) — F (a)sh(a) — F,(0). (9.189)

A 9.18 alapjan F!(a) = 0 és Fy(a), F,,(0) € Z. Tovabbs az e® = 2 feltevés miatt chow = = alakd,
q
ahol p = c® + d?, g = 2cd, vagyis p,q € N*. Ezért

Zy = q/oa fu(z)sh(z) dz € Z (9.190)

teljesiil minden n € Nt esetén. Mivel minden 0 < x < « szdmra 0 < f,(z),sh(z), ezért 0 < Z,,
valamint minden 0 < z < « szamra

[

a2n (0[2)7171

(n—1)!

()

fa(x)sh(z) <b*"71 sha = a?sh(«)

(9.191)

ezért
4

(5)"
(n—1)1"

Z, < a*ash(a) (9.192)

ﬁ n—1
Mivel a 3.29 4llitds miatt lim E v) o = 0, ezért létezik olyan N € N, hogy minden n € N, N < n
n—oo (n — 1)!

szamra

a’ash(a)

1
<3 (9.193)

1
Ekkor viszont barmely n € N, N < n esetén Z,, olyan egész szam lenne, melyre 0 < Z,, < 3 teljestilne.

9.20. Tétel. Minden n € N esetén eldlje P,, az n szamndl kisebb primszimok halmazdt. Ekkor

1
> = >loglogn — 2. (9.194)
PEPn

Bizonyitds. Teljes indukciéval igazolhaté, hogy minden n € NT esetén

"1 1
doms2-- (9.195)
k=1
teljestil, ebbdl viszont
= 1
il 9.196
7 (9.196)
adddik. .
Hazx € {0, 5} , akkor a 6.31 tétel alapjan
1 1 o zF
1 =—log— = — 9.197
1 T %1y () 27 (9.197)
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1
teljestil, aminél felhasznalva, hogy x < 3

=z 2 =k 2 = k3 x? = (l)kJrl
i ll S - < — 2 2 = 9.198
Zk z+2+zk x+2+zk+3_z+2+xz 5 (9.198)
k=1 k=3 k=0 k=0
2 22 & 1\F 2 22 9
k=0
(1 L 1 B
adédik, vagyis minden x € [0, 5} esetén
log 1 <+ (9.200)

1
Legyen n € N, n > 2. Ekkor az f,g: [1,n+ 1] = R, f(z) = —,
x

n

= -1 + ! (9.201)
9= ‘ kX[k,kJrl[ nX[k,kJrl[ .

=
Il

fiiggvényekre minden z € [1,n + 1] esetén f(z) < g(x) teljesil, ezért

n+1 n+1
f< / g (9.202)
1

=

Mivel
n+1 1 n4+1 n 1
/ f=Tloga]!™ =log(n+1)  és / 9=> - (9.203)
1 1 1
és a log fliggvény monoton csokkend, ezért minden n € N, n > 2 szamra

logn < z":
k=1

(9.204)

Bl

teljesiil.
Legyen n € N olyan, hogy n > 3. Minden p primszam esetén legyen u,(n) az az egyértelmiien
meghatarozott egész szam, melyre

pup(n)—l <z< pﬂp(”) (9.205)
teljesiil. Definidljuk az
HP(") 1
A =11 X = (9.206)
pEP, k=0 p

szamot. A szdmelmélet alaptétele szerint minden pozitiv természetes szdm egyértelmiien felbonthaté
primszamok szorzatara. Ezért az

1 1 1 1 1 1
A, = 1+_+...+—( . 1+_+...+—( ..... 1_|___|_..._|_—( (9_207)
D1 pMm n) P2 pﬂpz n) Dk pl]jpk n)

1 2

1
szorzatban minden Z alaku szam el6fordul k € {1,...,n} esetén. Ezért

M- IY > am=Y = hosn (9.208)
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aminek a logaritmusat véve

> loglog . (9.209)

Z +Z—>Zlog

PEPn PEPn PEPn

Ebbdl adédik a bizonyitandé egyenlétlenség.

9.5. Definicié. Az z € R szdmot algebrai szamnak neveziink, ha létezik olyan egész egyiitthatds, nem
nulladfokt polinom, melynek z gyoke. A nem algebrai szamokat transzcendens szamoknak nevezziik.

Megjegyzés.

9.21. Tétel. (Az algebrai szdmok alaptulajdonsdgai.)
1. Az algebrai szdmok rendezett testet alkotnak.
2. Ha egy polinom egyiitthatoi algebrai szdmok, akkor a polinom gyokei is algebrai szamok.
8. Az algebrai szamok halmaza megszamldlhato.
4. Az algebrai szamok halmaza nulla mértékid.

O
9.22. Tétel. Az e szam transzcendens.
Bizonyitds. Minden p(x Z a;z’ polinom esetén legyen p(z) = Z la;| 2" és
i=0 i=0
t
I,:[0,00[ > C t~ /et_mp(:n) dz. (9.210)
0
Parcialis integralassal
L) =S pP0) - 3 s () (9.211)
i=0 i=0

adédik, valamint egyszertien becsiilhetd |, ()]

1,0)] < |- ( sup \e”\) - ( sup |p<x>|> < tet (). (9.212)

2€[0,t] z€[0,t]
Tegyiik fel, hogy e gyoke a
T
r) =Y aq’ (9.213)
i=0
polinomnak, ahol minden ¢ = 0,...,r esetén a; € Z, valamint ag, a, # 0. Legyen p olyan primszam,
T K

melyre p > max {r, [ag|} teljesiil. Legyen f(x) = 2P * H(z — 1)P és tekintsiik a J = g a;If(3)
i=1 =0
r (r+1)p—1

szémot, melynek definiciéjabdl adédik, hogy J € Z. Mivel p(e) = 0, ezért J = — Z Z aifV )

amit atirhatunk a
(r+1)p—1 r (r+1)p—1

J== Y aof9(0) Z Z a; f9 (i) (9.214)

j=p—1
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alakba. Itt a jobb oldalon minden tagnak osztéja a p! kivéve az agfP=1(0) = ag(p — 1)!(—1)"?(r)P
tagot. Mivel p > |ag| ezért |J| olyan egész, melynek nem oszthatéja a p!, de (p — 1)! mér igen, ezért

(p — 1)! < |J|. Valamint minden k = 0,...,r szdm esetén
15 (k)| < ke® f(k) = ke" kP~ ] (k + )P < eF(2r)t0P. (9.215)
i=1
Vagyis
1< larl 1p (k)] < D lax] e (2r) 0P < ap?, (9.216)
k=0 k=0

ahol o = Z lax| e® és B = (2r)"+1. Tehdt az alabbi becslésiink adédik
k=0

. o
-0 oy

n

(9.217)

ami ellentmondéshoz vezet, hiszen lim ——— = 0.
n—oo (n — 1)!

Kiegészités. Ismeretlen, hogy tobbek kozott az e £, az ew és a ((3) szdmok algebrai szdmok-e.

O
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