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1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy (csoportok esetén) ha A, B<G és A C B, akkor A< B.
Megoldas. Ehhez kell, hogy
1. A<B

e AdG = A <G = A amiveletekre zart
e tudjuk, hogy AC B
v

2. bAb1 C A (Vb € B)

e AdG = Vg e Gesetén gAg™! C A= Vg€ Besetén gAg~! C A
Mert ugye B C G.

v

2. Feladat. Mutassnuk olyan A, B és G csoportokat, hogy A< B<G, de A AG.

Megoldds. Legyen S;>A > K>Co>{e} a negyedik szimmetrikus csoport felolddsa, amit gyakor-
laton végignéztiink (K a Klein csoport, Cy a K egy tetszOleges, nem egység eleme altal generalt
két elemt csoport. Példaul Cy = {e, (12)(34)}.

Itt az els6 két normalosztét ugy talaltuk meg, hogy azok az S, normalosztoi. Ezért Sy K
és |K : Cy] = 2 = K> Cy. De Sy fCy mert az Gsszes normalosztét megkerestiik a konjugélt
osztalyokkal és ez nem volt koztiik. De be is lehet latni kiilon.

(132)(12)(34) (128) = (13)(24) ¢ {e, (12)(34)}

3. Feladat.

a) Mutassnuk olyan A és G csoportokat, hogy A < G és A Abel féle, de A AG.

b) Mutassnuk olyan A és G csoportokat, hogy A wvalédi normdl osztdja G-nek és A nem Abel
féle.

Megoldas.



a) Az el6z6 feladatban Sy > {e, (12)(34)} és mivel az utébbi 2 elemi, igy ciklikus, igy Abel.
De az is volt, hogy nem norméloszto.

b) Az el6z6 feladatban Sy > Ay a paros szamu cserékkel elvégezhetd permutaciok csoportja. Ez
nem Abel.
1234 . 1234\ (1234 £ 1234\ (1234 . 1234
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4. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy feloldhato csoport faktorcsoportja is feloldhato, azaz:
(G feloldhato és N «G) = G/N feloldhato

Megoldds. Legyen G'> N > {e} egy normallanc.
Mivel G feloldhato, ezért legyen neki egy feloldasa. A Schreier finomitasi tétel miatt 1étezik
ezeknek kozos finomitasuk, azaz

G Nbv{e} — GI>H1DHQD...D&DHHlD...DHm:{e} (1)

=N
GoGi>...bG1>Gp = {e} — Go KipKo> ..o Ky >...0 Ky,>... > {e} (2)
—~— —~— —~—
=G, =Gy :K”k
A két finomitas ekvivalens, azaz
Hi/Hi1 ~ Kj/Kj (3)

egy alkalmas 7 <+ j index permutacioval.
Eddig volt az otlet, innentdl csak figyelni kell!
Tudjuk, hogy GG ... Gy feloldas, azt szeretnénk, hogy (1) is feloldas legyen.

i) Belatjuk, hogy barmilyen feloldds finomitédsa feloldés. fgy G> K, ... K,, feloldas lesz.

e Vizsgaljuk meg (2) egy szeletét, lasd 1 dbra.
G,=K,,

\

Ga/Ga-i-l
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Kj/Ga+1
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Ga+1 - Kna+1

Kj+1/Ga+1

{Ga—H}
1. 4bra.

e Mivel G,/Gui1 Abel, igy minden részcsoportja és azok faktorai is Abel csoportok.
lgy

II. izom.

Kj/Kj+1 ~ Kj/Ga+1/Kj+1/Ga+1 — Abel

Vagyis K;/K;y1 Abel.



v feloldas finomitasa feloldas
ii) A finomitdsok ekvivalencidja miatt (1) is feloldas lesz.
iii) Ebb6l megadjuk N és G/N feloldasat is.

e Maris leolvashato az (1) feloldasbol az N feloldasa.

e Az i) ponthoz hasonléan nézzik most (1) egy szeletét, lasd a 2 abran. Mivel a H;/H; 4

G:HQ
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G/N
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Hy/N
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{N}
2. abra.
Abel (minden i-re), igy H;/N / H; 1 /N is Abel, igy G/N feloldasét is kapjuk.

Figyelem, az abrakon a természetes homomorfizmusroél szol6 tétel van szemléltetve. Ezek ahhoz
kellenek, hogy a II. izomorfizmus tételt alkalmazhassuk. O]

Erdemes megjegyezni, hogy ez a feladat egyszeriibb, ha G véges, mert akkor feltehetjiik,
hogy a feloldas egyben kompoziciélanc is (érdemben tovabb nem finomithaté). Ezt is elfogadtam
a haziban. A bizonyitas lényegében ugyan az, de ahhoz hogy végtelen csoportra is miikodjon,
ki kell részletezni.

Normallanc definici6 szerint véges sok ,szembdl” all, de a faktorai lehetnek végtelen csopor-
tok. S6t, végtelen csoportnak lehet végtelen 1épéshol allé lanca, de azt nem hivjuk normaéallanc-
nak. Végtelen csoportnak nem feltétlentil van kompoziciélanca, viszont lehet olyan feloldasa,
amiben a faktorok végtelen csoportok.



